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Ce texte est la partie principale de ma thése d’état soutenue en 1986, ( 1) et ressaisie en WTEX en 2011.
Le reste de la thése se composait de trois notes aux comptes rendus ([27], [28] et [30]). Le titre de
Pensemble était : « Algebres Différentielles Fortement Homotopiquement Associatives (Asc-algebres) ».
Le jury était composé de Henri Cartan (président), Lawrence Breen, Guy Cousineau, Daniel Leborgne,
James D. Stasheff, et Michel Zisman. Le présent texte est aussi fideéle que possible a 'original. Seules des
notes de bas de page ont été ajoutées pour mettre le lecteur au courant de certaines évolutions autour du
sujet, qui a connu ces dernieres années un regain d’intérét dans le cadre de ce que J.-L. Loday appelle la
« renaissance des opérades ». Les facilités offertes par XTEX pour la numérotation des théorémes n’ont
pas été utilisées, et la numérotation d’origine a été conservée. De méme, la bibliographie est une simple
copie de 'original. Par contre, ces facilités ont été utilisées pour numéroter les chapitres et les titres de
sections. Ces derniers n’existent pas dans l'original, mais leur ajoiit facilite I'utilisation du texte. Les
figures, qui dans l'original étaient des dessins faits & la main, ont été refaits en utilisant des packages
IATEX spécialisés. J’ai réfréné mon envie de changer quoi que ce soit, et ai ressaisi ce texte tel qu’il avait
été écrit. Les seules différences viennent de 1'utilisation de IXTEX en lieu et place d’une machine a écrire
a marguerites, d’'une paire de ciseaux et d’un tube de colle. Je me suis bien siir également autorisé a
corriger des fautes d’orthographe ou certaines tournures de phrases, ou a ajouter quelques précisions,
la ou le texte pouvait paraitre ambigu. J’ai également corrigé quelques coquilles (il doit sirement en
rester), mais le fond est inchangé.

Je remercie Jean-Louis Loday qui a bien voulu écrire une préface pour cette « réédition ». C’est en grande
partie grace a ses travaux et a ceux de son équipe de recherche que cette thése retrouve aujourd’hui une
certaine audience.

1. A une époque o je faisais de la topologie algébrique et non comme aujourd’hui de la logique catégorique.



Préface 2011

par Jean-Louis Loday

Lors d’une discussion avec Bruno Vallette pendant la rédaction de notre ouvrage « Algebraic Operads »,
une vague réminiscence m’est revenue en mémoire : celle d’'un papier d’Alain Prouté que je m’étais
promis de lire en détail sans l’avoir jamais fait. Apres avoir vainement cherché sur internet, et comme la
discussion se passait dans mon bureau, j’ai plongé dans mon armoire a prépublications pour finalement
en ressortir un gros document & couverture orange : la thése d’Etat d’Alain Prouté soutenue en 1986 a
Paris et jamais publiée. Et notre surprise fut a son comble : écrit il y a plus 25 ans ce texte était d’une
étonnante actualité. Il contenait la dualité bar-cobar entre cogebres associatives et A..-algebres, ainsi
que celle entre A..-cogebres et algébres associatives. C’était justement cette dualité bar-cobar avec ses
morphismes tordants, alias cochaines de Brown, et ses morphismes de Koszul que nous étions en train
de mettre au point pour les algebres, puis les opérades, puis les algébres sur une opérade.

A T'époque ce texte a dit dérouter les lecteurs potentiels par son originalité de rédaction, sans doute
trop algébrique pour les topologues. Quand aux algébristes ils ne s’intéressaient pas encore aux algebres
a homotopie pres. Il est exceptionnel qu’en 25 ans ce texte n’ait pas pris une ride, ni sur le fond, ni sur
la forme.

La motivation originelle de Prouté, calculer les groupes d’homotopie des spheres via une théorie du
modele minimal & la Sullivan en caractéristique p, est toujours d’actualité puisqu’on ne sait pas encore
calculer la partie p-primaire de ces groupes d’homotopie. Mieux, & la fin de son texte (voir aussi la fin
de l'introduction), il met le doigt sur le probléme crucial de la dualité bar-cobar en associatif : traiter
le cas des A.-cogebres vers les Ay -algébres. Comme il le fait remarquer, la résolution de ce probléme
nécessite de mettre une structure de A..-algebre sur le produit tensoriel de deux A,.-algébres et donc
il nécessite la construction d’une diagonale cellulaire pour le polytope de Stasheff. Or il se trouve qu’au
jour d’aujourd’hui (2011) cette question est en pleine effervescence.

Il est trés dommage que ce texte n’ait pas été accessible a la communauté mathématique pendant tout
ce temps. Il faut remercier Alain Prouté d’avoir pris la peine d’en faire une version ETEX, en respectant
scrupuleusement le texte d’origine, et de lui donner ainsi une visibilité digne de sa valeur. Je suis str
qu’il influencera durablement la recherche en topologie algébrique et en algebre homologique.

Jean-Louis Loday Le Pouliguen, 14 juin 2011.



a Paul Prouté

Introduction

Ces notes sont issues de I'idée de généraliser la théorie du modeéle minimal de Sullivan [12] aux coefficients
Z/p (p premier).(?) La situation est bien siir plus complexe que dans le cas rationnel, a cause de la
non-existence de solution au probléme des cochaines commutatives, laquelle est conséquence immédiate
de l'existence des opérations de Steenrod. Le point qui m’est apparu comme central dans la théorie de
Sullivan est le lemme de Hirsch, qui permet, étant donné une fibration K(Q,n — 1)——=FE——>B, de
classe caractéristique k € H"(B; Q), de construire & partir du modeéle minimal de B et d’un cocycle k
représentant k, un modéle minimal pour E. C’est donc essentiellement & la généralisation de ce lemme de
Hirsch que j’ai travaillé, ¢’est pourquoi ce mémoire traite de ’homologie des fibrations de fibre K (Z/p, n).
Inutile de dire qu’il ne résoud pas complétement le probleme, loin de la, toutefois il introduit en détails
une technique inaugurée par Kadeishvili [19] : celle de l'utilisation des As-structures de Stasheff [33],
dans le domaine de I’homologie des fibrations.

Les chapitres 1 et 2 contiennent des rappels sur les sujets suivants : DGA-algebres et coalgebres, cup
et cap-produits, cochaines de Brown (ou cochaines tordantes), produits tensoriels tordus, algebres et
coalgebres libres, fibrations principales, théoreme d’Eilenberg-Zilber tordu, théoréme de comparaison
de Moore et Cartan pour les constructions, bar et cobar-constructions, espaces K(Z/p,n), petites
constructions de Cartan, calcul de Cartan des algebres H.(Z/p,n;Z/p). La présentation des bar et
cobar-constructions, et des calculs de Cartan exploitent systématiquement la notion de cochaine de
Brown, ce qui permet de décrire de fagon trés concise les petites constructions de Cartan. On remar-
quera en particulier les lemmes (2.34) et (2.42).

C’est dans le chapitre 3 qu’on aborde le sujet central de ce mémoire, les A.-algebres et coalgebres. Une
Aso-algebre est un objet un peu plus général quune DGA-algebre, en ce sens qu’on affaiblit 'axiome
d’associativité du produit. Au lieu de demander que p(pu ® 1) et p(l ® p) soient égaux, on demande
seulement qu’ils soient homotopes, dans un sens fort, que je vais décrire briévement. pu(p®1) et u(1® u)
peuvent étre vus comme des points dans Hom(A4?, A) (ou A est la A-algebre), et une homotopie, au
sens ordinaire, est donc un « segment » joignant ces deux points. Pour rendre les chose plus lisibles,
convenons de représenter p(pu ® 1) et p(1 ® p) par les arbres :

c’est-a-dire que (p(p ® 1))(z ® y ® z) est ce qu'on obtient en écrivant x, y et z au dessus de chaque
feuille de I'arbre, et en effectuant les produits en suivant les embranchements de I’arbre. L’homotopie
entre ces deux arbres sera représentée par l'arbre :

et on aura dans Hom(A*, A) le dessin :

2. J’ai eu le privilege lorsque j’étais étudiant, d’assister au cours que Dennis Sullivan a donné & I’Université d’Orsay en
1973 sur son modéle minimal rationnel. C’est une expérience qui m’a profondément marqué.



Que va-t-il se passer si nous faisons maintenant des produits de quatre éléments ? Il est clair qu’il n’y a
que cing manieres de procéder, qui correspondent aux cing arbres binaires a quatre feuilles :

NNV

et qui sont associés aux expressions :

pp@l)(pelel)
ppel)(1leupel)
p(p® p)

p(lep)(leopel)
pl@p)(lelep)

Si on appelle A ’homotopie de p(p®1) & p(1®p), alors p(h®1) est une homotopie de p(p®1)(LR1®1)
apu(p®1)(1®p®1). Comme h est maintenant noté comme un arbre, on a dans Hom(A*, A) le dessin

g _V Y

En fait, si on examine tous les cas particuliers, on obtient le pentagone de Stasheff :

v
.

<
<

Ce pentagone constitue un cycle dans Hom(A47 A), et nous demandons qu’il soit le bord d’un opérateur
de degré 2 de A* dans A, que nous notons :



Puis nous pouvons continuer et dessiner dans Hom(A®, A), et ainsi de suite. On découvre une suite de
polyedres, qu’on note K; (i > 2), et qui ont été introduits par Stasheff dans [15]. Le lecteur pourra
vérifier, en dessinant tous les arbres a cing feuilles, que la figure suivante représente K :

Noter la présence de six pentagones, correspondants aux arbres :

NN N N

et de trois carrés correspondant & :

VN ALY

Stasheff [15] a montré que K, est isomorphe & la boule D,,_s. Chaque arbre :

W (n feuilles)

correspond donc & un opérateur m,, : A" ——=A (avec mg = p), de degré n — 2, la famille (m;);>2
vérifiant les relations de bord convenables, qui ne sont autres que la traduction de la structure des
polyédres de Stasheff. Les m; constituent la structure de A -algebre de A. On verra qu’il est naturel
de poser m; = 0. Les formules sont données dans la définition (3.2).

Dans cet exposé, j’ai opté pour une facon plus formelle d’introduire ces structures. La philosophie peut
s’en résumer ainsi :

Soit A une DGA-algébre. Nous avons introduit au chapitre 2, la bar-construction B(A) de A (définition
(2.10)), qui est une DGA-coalgebre « libre », c’est-a-dire la coalgébre tensorielle d’un certain module

M :
B(A) = m"
n>0
Or la différentielle 9 d’une coalgebre libre est déterminée par ses composantes :

8 M ——= M

et dans la bar-construction B(A), seules deux de ces composantes sont non nulles, ce sont 9y et 92 qu’on
appelle parfois « composante linéaire » et « composante quadratique » de 9. Ceci est di au fait que 0,



et 0> sont a peu de choses pres les fleches :

0:A——=A
p:A2=AA——A

Prenons maintenant le probleme a I’envers. Partons d’une DGA-coalgebre libre du type le plus général,
c’est-a-dire que les diverses composantes d1,05,0s3,...,0;,... de la différentielle existent effectivement,
et essayons de voir cette DGA-coalgebre comme la bar-construction de quelque chose. En remplissant ce
programme, on trouve exactement la définition des A.,-algebres de Stasheff, la composante 0; donnant
naissance a I'opérateur m;.

Cette présentation des A,,-algebres est donc également trés naturelle. Elle a 'avantage d’étre tres facile
a formaliser, en particulier, comme M n’est autre que 1A, la suspension du noyau de 'augmentation,
les conventions de Koszul nous fournissent les signes convenables dans les formules de (3.2), avec un
minimum d’efforts.

Les morphismes sont introduits dans le méme état d’esprit, ce qui conduit trés simplement et quasi-
mécaniquement aux formules (3.4).

Cette présentation est donc plus rentable que celle utilisant les polyedres de Stasheff, la contre-partie
étant qu’elle ne s’applique pas directement a la situation topologique des A..-espaces, mais ces derniers
ne font pas partie de nos préoccupations dans ce mémoire.

Vient ensuite une partie technique (de (3.5) a (3.12)) pour garder le contréle des unités et co-unités
dans les Ao-algebres et coalgebres. La définition (3.13) résume la logique interne de cette présentation.

On voit donc que le passage d’une A.-algébre a sa bar-construction définit un isomorphisme de caté-
gories :
bar

Ao-algebres DGA-coalgebres libres

De méme, on a un isomorphisme de catégories :

cobar DGA-algebres libres

Ao-coalgebres
ce qui fait que tout énoncé de type A, peut étre facilement « traduit » en un énoncé de type DGA-libre.
Je reparlerai de cette traduction plus loin, et la désignerai dans la suite : A, -traduction.

C’est J.D. Stasheff qui a introduit la bar et la cobar-construction pour les A,,-algebres et coalgebres
dans [15], sous les noms de tilde et cotilde-constructions. Etant donné le point de vue géométrique qu'il
avait adopté, et qui résultait du fait que sa préoccupation principale était ’étude des H-espaces, ces
tilde et cotilde-constructions étaient loin d’étre des trivialités, comme elles peuvent paraitre ’étre ici.
Mais ce dernier point est simplement di au fait que les tilde et cotilde-constructions sont prises ici en
quelque sorte comme axiomes, et que nous en tirons les définitions des A.-algébres et coalgébres (voir
la définition (3.1)).

Comme nous avons généralisé la notion de DGA-algebre, il fallait bien stir en faire de méme de celle de
cochaine de Brown. C’est ce qui est fait ensuite. La formule de Brown est remplacée par les formules
(3.16), qui restent heureusement fort simples.

Remarquer que nous n’envisageons que les cochaines des types suivants :

DGA-coalgébres ——— A ,-algebres

Ao-coalgebres DGA-algebres

appelées respectivement [-cochaines et y-cochaines, mais nous n’envisageons pas la situation :

Ao-coalgebre Ao-algebre



En fait, donner une définition d’un tel objet est un probléme équivalent a celui de définir le produit
tensoriel de deux A..-algebres, que je n’ai pas su résoudre explicitement, et dont je reparlerai plus loin.

La (-cochaine canonique  : B(A)——= A et la ~-cochaine canonique v : C ——=Q(C), o A est une
Axo-algebre, et C' une A,-coalgébre, conservent leur caractére universel (3.17).

Sont introduites ensuites les notions de produit tensoriel tordu correspondant a ces nouvelles cochaines
de Brown, ainsi que les morphismes entre produits tordus. Certaines vérifications exigent quelques
calculs, que j’ai complétement explicités ((3.18) & (3.23)), par soucis de complétude et parce qu’ils me
semblent étre fondamentaux.

On en déduit les théorémes (3.24) et (3.25), qui seront d’un usage fréquent dans la suite. Ils constituent
une facon tres générale d’écrire un théoréeme de comparaison pour les constructions.

Le chapitre 4 traite de la notion d’homotopie pour les cochaines de Brown. Ici encore, cette notion est
introduite de fagon trés naturelle ((4.1) et (4.3)). Elle s’étend facilement aux 5 et y-cochaines (4.5).
Fixons-nous une As-algebre A. On a la f-cochaine canonique § : B(A)——A. On a vu en (3.17)
qu’il est équivalent de se donner une [-cochaine ¢ : C——=A (ou C est une DGA-coalgebre), ou
un morphisme de DGA-coalgebres ¢ : C——= B(A), le lien entre ¢ et ¢ étant la commutativité du
diagramme :

A
/ 8
" \B (4)

(universalité de § parmi les S-cochaines). Bien entendu, cette correspondance respecte la notion d’ho-
motopie, c’est d’ailleurs comme cela qu’est définie I’homotopie entre les -cochaines.

C

Un des points essentiels de toute théorie homotopique est d’établir des théorémes de relevement et
d’extension & homotopie prés. On a les théorémes suivants (ot ~ signifie « induit un isomorphisme en
homologie », et ou - > est la fleche dont I’existence est affirmée par le théoreme. Les diagrammes
sont homotopiquement commutatifs) :

reléevement des ~-cochaines DGA-algébre —— DGA-algebre

(th. (4.18)) T T

A;o—coalgébre

extension des ~y-cochaines DGA-algebr

(th. (4.20)) T -

Aco-coalgebreli— Aog—coalgébre

relévement des S-cochaines Aso-algébrel——s A-algebre

(th. (4.26)) T T

DGA—coalgébre
extension des [-cochaines A-algebre
(th. (4.24)) e,

DGA-coalgebre ——= DGA—coalgébre

En traduisant ces théorémes via la A..-traduction, on obtient des théoréemes de type Adams-Hilton. Par
exemple, le théoréme (4.18) devient : « Soit f : A—— B un morphisme de DGA-algebres induisant
un isomorphisme en homologie, L une DGA-algebre libre et connexe, g : L —— B un morphisme de
DGA-algebres. Alors g se releve a homotopie preés d’une unique fagon. »



Nous arrivons avec le chapitre 5 au modele minimal de Baues-Lemaire et au théoreme de Kadeishvili.
Ces deux théories ne sont que deux aspects d’'un méme phénomene, la correspondance entre les deux se
faisant par la A.-traduction. On a un isomorphisme de catégories :

A o-coalgebres simplement connexes

i cobar
DGA-algebres libres et connexes
Dans chacune des deux catégories, on a une notion de quasi-isomorphisme (c’est la relation d’équivalence

engendrée par le fait d’induire un isomorphisme en homologie), et ces deux notions se correspondent
par la A,.-traduction.

Le probleme est d’isoler dans chaque classe de quasi-isomorphisme un représentant, bien défini & iso-
morphisme pres, qu’on appelle modele minimal. C’est ce qu’ont fait Baues et Lemaire dans la catégorie
des DGA-algebres connexes et c’est ce qu’a fait Kadeishvili dans celle des A,-coalgebres simplement
connexes, et il s’avere qu’on a le « diagramme commutatif » :

c Kadeishvili o

cobar icobar
Q(0) Q")

Baues-Lemaire

ot C' est une A,-coalgebre simplement connexe. Plus précisément, si on note M(A) le modéle minimal de
Baues-Lemaire de A, et K(C) le modéle minimal de Kadeishvili de C, on a un isomorphisme (canonique
a homotopie pres) :

M(Q(C)) — Q(K(C))

(Noter que le probléme de trouver un modele minimal dans la catégorie des DGA-algebres connexes, se
ramene immédiatement & celui d’en trouver un dans la catégorie des DGA-algebres libres connexes, a
cause du quasi-isomorphisme canonique Q(B(A4))——=A4.)

Dans le présent texte, je donne une démonstration de l'existence et de l'unicité de M(A), qui est
différente de celle de Baues et Lemaire, et tres proche de la technique utilisée par Kadeishvili. Toutefois,
l'utilisation de ce type d’argument remonte & Brown et Cockroft [9]. L’aspect A-algébres connexes et
DGA-coalgebres simplement connexes est lui aussi traité en détails.

Je profite de cette remarque pour signaler au lecteur, que bien que j’emploie souvent dans le texte le
mot « dual », les deux situations ne le sont en fait pas au sens strict. En effet, le concept dual de celui
d’algebre différentielle (avec une différentielle de degré —1) graduée positivement, est celui de coalgebre
différentielle (avec une différentielle de degré —1), graduée négativement (ou si on veut, celui de coalgebre
différentielle avec une différentielle de degré +1, et graduée positivement). mais certainement pas celui
de coalgebre différentielle (avec une différentielle de degré —1) graduée positivement. Ce sont deux
concepts foncierement différents, c’est pourquoi je donne certaines fois les deux démonstrations, sauf
dans le cas ou c’est trivialement la méme chose (par exemple si la différentielle est inexistante). Cette
différence est illustrée par le fait que certains énoncés exigent la simple connexité, alors que d’autres se
contentent de la connexité.

Les résultats des chapitres 3, 4 et 5 fournissent alors le théoréme (5.14), qu’on peut résumer informel-
lement comme suit :

Supposons que G——F——=X soit une fibration principale, o X est simplement connexe, et ou
H.(G) est quasi-isomorphe (comme DGA-algebre) & C.(G) (cette derniére hypothése signifiant que le
modele minimal de Kadeishvili de C,(G) est une DGA-algebre, autrement-dit que les opérateurs m;
de la structure de Ay.-algebre de H,(G) sont nuls pour ¢ > 3; remarquer que cette hypothese est
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satisfaite par les groupes simpliciaux K (m,n)). Alors le produit tensoriel tordu fourni par le théoréme
d’Eilenberg-Zilber tordu :
C.(X) ®: Cu(G)

est équivalent (homologiquement) & un y-produit :
H.(X) @p H.(G)

ou H,(X) regoit la structure de A,-coalgebre qui en fait le modéle minimal de Kadeishvili de la
DGA-coalgebre C,(X). 1l suffirait donc pour calculer ’homologie de E d’étre capable de déterminer les
A Ho(X)——=H,(X)" (i >2), et la y-cochaine t' : H,(X) — H,(G), puis d’appliquer les formules
établies au chapitre 3.

Malheureusement, la détermination des A; n’est pas facile. Ceci tient certainement au fait que ces
opérateurs ne sont pas invariants par un isomorphisme de la structure de A..-coalgebre.

Dans le chapitre 6, j’essaie de calculer les A; pour X = K(Z/p,n). L’idée est la suivante : le théoréme
(5.14) s’applique a la situation K(Z/p,n —1)——=FE——K(Z/p,n), avec E contractile. Il existe donc
un ~y-produit acyclique :
H.(K(Z/p,n)) ® H.(K(Z/p,n — 1))

Pourquoi ce ~y-produit ne serait-il pas identique & la construction de Cartan construite a la fin du
chapitre 27 La construction de Cartan est un produit tensoriel infini de petites constructions des types
(2.47) et (2.49). La construction (2.47) ne pose pas de probléme, car elle est un produit tensoriel tordu
ordinaire, donc en particulier un ~-produit. Par ailleurs, (2.49) est un y-produit et on calcule dans le
chapitre 6 les A; et la cochaine de Brown correspondante. Il ne reste plus qu’a faire un produit tensoriel
infini de ~-produits. Or c’est ici que les difficultés commencent, car on tombe sur le probleme de définir
(explicitement) le produit tensoriel de deux A..-coalgébres minimales. Plus précisément, soient (C, A;)
t (C', A}) deux A.o-coalgebres minimales (A; = 0 et A} = 0). Peut-on donner des formules explicites
pour des opérateurs :

Al C®C — (CeC') (i >2,A7 =0)

satisfaisant la définition des A.-coalgebres, et bien siir une autre condition pour que C ® C’ joue le rdle
voulu de produit tensoriel ? Il semble que la condition la plus agréable soit que :

vxy 0@ 0 —QC) © QC)
soit une ~-cochaine et que :
(CRC) Byay (UC) @ Q(C))
soit isomorphe (via 1@ T ® 1) a
(C @, QC) ® (C' 0y 20C)
(donc acyclique).

L’existence de tels A; est facile a prouver, par exemple en considérant le diagramme :

C)®Q(C")

2N

BQ(C) @ BQ(C") m—> "

ot C” est le modele minimal de Kadeishvili de la DGA-coalgebre BQ(C) @ BQ(C”), et ou la y-cochaine
t est obtenue par extension & homotopie pres (4.20). On a alors les isomorphismes d’espaces vectoriels :

C" ~ H.(C") H.(BQ(C)) ® H.(BQ(C'))

H.(C)® H.(C")
cCxC

1R
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et le v-produit acyclique (C @ C") ®@; (2(C) @ Q(C")).

Par ailleurs, les diagrammes commutatifs :

Q(C) Q")
/N /N
C BQ(C) o BQ(CY)

~

montrent que ¢ s’identifie a v * .

Par contre, il semble difficile de donner explicitement les A; (sauf Ay qui est certainement (1 @ T'®
1)(A2 ® Ag)).

Le probléme est équivalent, via la A..-traduction, & celui de déterminer explicitement le modele minimal
de Baues-Lemaire de L @ L, ott L et L’ sont deux DGA-algébres minimales (noter que L ® L’ n’est
pas minimale en général, car méme pas libre). Il est aussi équivalent au probléme de la détermination
explicite d’une approximation cellulaire de la diagonale pour les polyedres de Stasheff.

Je tiens a remercier pour leur aide, leur soutien, ou 'attention qu’ils ont apporté & mon travail, Larry
Breen, Henri Cartan, Annick Flanchec, Jean Lannes, Jean-Michel Lemaire, Marek Golasinski, Jean-
Claude Thomas, Daniel Tanré, Micheline Vigué-Poirrier, Pierre Vogel et Michel Zisman.

Deux personnes méritent des remerciements particuliers. Il s’agit de Daniel Leborgne, qui depuis une
dizaine d’années a eu la patience de m’écouter durant un nombre incalculable de journées passées dans
son bureau, et James D. Stasheff, qui a lu le présent texte avec une tres grande attention, et dont les
nombreuses lettres enthousiastes furent pour moi le meilleur des encouragements.
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Chapitre 1

Préliminaires.

1.1 Modules gradués et conventions de Koszul.

Soit A un anneau commutatif unitaire.( )

(1.1) Définition : Un A-module gradué est la donnée d’un A-module M et d’une famille de sous-modules
M, (n €Z)de M, tels que :
P M, =M.

neEZ

Les éléments de M,, sont dits homogeénes de degré n, ce qui sera noté |x| = n pour x € M,,.

(1.2) Définition : Si M et N sont deux A-modules gradués, un homomorphisme homogéne de degré p

est une application A-linéaire :
fiM——=N

telle que f(M,) C Ny4p. On écrira | f| = p. On notera 1 (ou 1ys) I'application identique de M.
Remarquer que |1| = 0.

(1.3) Définition : Si M et N sont deux A-modules gradués, on fait de M ® N un A-module gradué en
posant :
(M@N),= @ (M, ®N,).

pt+g=n

(1.4) Définition : (Convention de Koszul) Soient f : M — M', g : N—— N’ deux homomorphismes

homogeénes. On définit :
fRg:- M@N—-M @ N’

en posant :
(fog)zey) = ()" f(@) o g(y).

On notera la permutation des lettres g et = dans 'ordre d’écriture des deux membres.

Les objets algébriques que nous manipulons représentent des objets géométriques. La notion de degré correspond
a celle de dimension, et le signe a celle d’orientation. Par ailleurs, le produit tensoriel correspond a la notion de
produit cartésien en topologie. Or prenons deux objets orientés de dimensions p et ¢, par exemple deux espaces

1. A partir de la section 2.4, nous supposerons que A est un corps.

15
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vectoriels E et F. Soit (e1,...,ep) une base de E définissant son orientation, et (fi,..., fy;) une base de F
définissant son orientation. Alors les espaces ' X F' et F' x E sont orientés et ’application canonique :

T:-EXF——FxFE

multiplie orientation par (—1)P?, car c’est la signature de la permutation qui envoie la base (e1, ..., €p, f1,---, fq)
qui oriente E x F| sur la base (f1,..., fq,€1,...,€p) qui oriente F' x E.

Si nous voulons donc étre en accord avec la géométrie, nous devrons introduire le signe (—1)P¢ chaque fois que
nous permutons deux objets de degrés p et q.

Comme conséquence immédiate de cette définition, on a :
(1.5) Scolie : Soient
f:M—sM g:N——=N’
h:M ——M" k:N —=N"
des homomorphismes homogénes. On a :

(hof)® (kog)=(-D™(h@k)o(f®yg). O

(1.6) Définition : Soient M et N deux A-modules gradués. On désigne par Hom(M, N) le A-module
gradué défini par :
Hom(M, N),, = [ Hom(M,, Nyyp).
pEL

Autrement-dit, les éléments de degré n de Hom(M, N) sont les homomorphismes homogenes de degré
n de M dans N.

Hom(M, N) ne contient pas en général toutes les applications A-linéaires de M dans N, car elles ne sont pas
toutes des sommes finies d’homomorphismes homogenes.

(1.7) Définition : (Convention de Koszul) Si f : M ——=M' et g : N——= N’ sont des homomor-
phismes homogénes, on définit :
f* : Hom(M’',N)——= Hom(M, N)
g« : Hom(M', N)—— Hom(M’, N’)
par :
fe) = (~DWlaof
g+() goa

Noter la permutation des lettres f et «.

(1.8) Scolie : Quand ces compositions sont définies, on a les relations :

(go )Y = (_1)|f||g|f*og*
(gof)* = g.«ofi. O

(1.9) Définition : Un A-module gradué M est dit gradué positivement (resp. négativement) si M, =0
pour p < 0 (resp. p > 0). Il est dit minoré si M,, = 0 pour p assez petit.

Nous considérons A comme un A-module gradué (positivement et négativement), en posant A = Ag.
Nous identifions canoniquement :

MeA ~ M
AM ~ M
Hom(A,M) ~ M

Le A-module gradué Hom (M, A) sera noté M*. Si M est gradué positivement, M ™ est gradué négative-
ment, et vice versa.
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1.2 Différentielles.

(1.10) Définition : Soit M un A-module gradué. Une différentielle :
O M——M

est un homomorphisme de degré —1, tel que 9*> = 0. Si M est muni d’une différentielle, on 'appelle un
DG-module (ou DG-A-module; DG pour « différentiel gradué »).

(1.11) Définition : Un morphisme de DG-modules :
f:M——N
est un homomorphisme homogéne tel que :

of = (-1l fo.

(1.12) Définition : Soit M un DG-module. Une augmentation (resp. coaugmentation) est un morphisme
de DG-modules de degré 0 :
e+ M——=A
(resp.m : A——=M)

(1.13) Définition : Un DGA-module (ou DGA-A-module) est un DG-module M muni d’une augmen-
tation € et d’une coaugmentation n, telles que :
gon=1,x.

(DGA pour « différentiel gradué augmenté »).

(1.14) Définition : Un DGA-module M gradué positivement ou négativement est dit connexe si € :
My ——= A est un isomorphisme. 1l est dit simplement connexe si de plus M_y = M; = 0.

(1.15) Lemme : Si M et N sont des DGA-modules, on fait de M ® N (resp. Hom(M, N)) un DGA-
module, en posant :
0=001+100, e=e®e, n=117
(resp. d = 0, — 0%, e = e.m*, n=ne)
La vérification est immédiate. En explicitant, on obtient :
Oz ®y)=0x@y+(-1)"lz®dy, e(z®y) =e(@)ely), n1) =n(1) @n(1)
(resp. d(a) = doa — (=1)%la0d, e(a) = can, n(1) = ne)
(1.16) Définition : Un morphisme de DGA-modules :
f:M——N

est un morphisme de DG-modules tel que :

ef=¢, fn=n

(1.17) Lemme : Les homomorphismes canoniques :

o : Hom(N,P)® Hom(M, N)—— Hom(M, P)
® : Hom(M,M')® Hom(N,N')—— Hom(M @ M',N @ N')
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sont des homomorphismes de DGA-modules.

On a en particulier les relations :

digof) = dgof+(-1)9godf
d(f®g) df @ g+ (-1 f 2 dg

La vérification est laissée au lecteur. O

(1.18) Lemme : Si

0—sA—toptoc— oy

est une suite exacte de DGA-modules (f et g homogenes), on a la suite exacte d’homologie :

H,.(B

)
N
H.(A) ~——— H.(C)

Le connectant 0, peut étre décrit ainsi : Soit x un cycle de C, soit u un antécédent de = par g, alors Ju
est un cycle de A représentant 9, ([z]).(?) Le résultat est indépendant du choix de x et de u. En dessin,
on a:

0 A, B, ——C, 0
ol
(IS R
0 An—lé f' Bn—l g Cn—l*>0

La démonstration de (1.18) n’est qu’une suite de vérifications laissées au lecteur. O

1.3 Le cone d’un morphisme et son utilisation.

(1.19) Définition : Soit

f:M——N
un morphisme de DG-modules. On définit le cone de f, C(f) par :
C(.f)n - Mn—l ©® Nn

On vérifie que 0% = 0. L’augmentation est celle de N.

Cette définition est directement inspirée de la topologie. En effet, dans le cas topologique, le cone d’une appli-
cation continue :

f: X——Y
est I’espace topologique obtenu en prenant la réunion disjointe de X x [0,1] et de Y, et en identifiant d’une part
les éléments de la forme (z,0) avec un point *, et ceux de la forme (z,1) avec f(z) :

* . X x [0,1] Y

2. Ou [z] est la classe d’homologie de .
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Dans la situation algébrique, nous négligeons le point de base x (ce qui aura pour effet que ’homologie du
cone sera nulle, au lieu d’étre celle d’un point comme dans la situation topologique, dans le cas ou f induit un
isomorphisme en homologie). Les simplexes singuliers de X peuvent étre remplacés par leurs cones, de facon a
représenter le cone de X, d’ou le décalage de 1 en degré. Enfin, le bord du céne sur un simplexe x de dimension
n (qui est un simplexe de dimension n + 1) est constitué de la face opposée au sommet 0 (qui est le sommet du
cdne), donc de fi(x), et des autres faces, qui ne sont que les cones sur les faces originelles de z. Le numérotage
de ces faces étant décalé de 1, on a un changement de signe, d’ou le —0x.

On a la suite exacte de complexes :

0 NQC’(f)BM 0

ou « et 3 sont respectivement 'injection et la projection canoniques. a et § commutent aux différentielles,
A vrai dire, # (qui est de degré —1) anticommute aux différentielles, mais on conviendra de dire que
deux applications de degrés impairs commutent quand elle anticommutent.

(1.20) Lemme : On a la suite exacte :

H.(C(f))

N
H.(N) <————— H.(M)

Compte tenu de la description précédente du connectant, on voit que 0, = f,. O

(1.21) Définition : Nous dirons qu'un DGA-module M est inessentiel s’il existe une application linéaire
homogéne de degré +1 :
h:M——M

telle que :
Oh+ho =1

Nous dirons que M est homologiquement nul si H,(M) = 0.

Bien siir, tout DGA-module inessentiel est homologiquement nul. Il y a une sorte de réciproque :
(1.22) Lemme : Si M est projectif, homologiquement nul et minoré, il est inessentiel.

I est facile de construire h par récurrence sur le degré. O

(1.23) Définition : Soient f: M ——= N et g : M —— N deux morphismes de DG-modules de méme
degré k. Une homotopie de f a g est une application de degré k + 1 :

h:M——N

telle que :
g—f=08h—(-1)"ho.

Remarquer que f : M ——= N est un homomorphisme de DG-modules si df est nul dans Hom(M, N),
et que h est une homotopie de f a g si ¢ — f = dh dans Hom(M, N).

On vérifie facilement que ’homotopie est une relation d’équivalence.

On dit que f : M ——= N est une équivalence d’homotopie s'il existe g : N ——= M telle que gf soit
homotope a 157 et fg a 1.

(1.24) Lemme : Si f : M —— N induit un isomorphisme en homologie, et si M et N sont projectifs
et minorés, alors f est une équivalence d’homotopie.
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L’hypothése implique que C(f) est projectif, homologiquement nul et minoré. Il existe donc :
H:C(f) —=C(f)

tel que :
OH+ HO =1.

En notation matricielle, compte tenu de la décomposition :
C(fy=MeN

et en posant :

ona (707 5)-(s

ce qui donne en particulier :

—0dg+g0 = 0
—ON=X0+gf = 1
fg+ou+upuo = 1

Ceci prouve que g est un inverse homotopique pour f. O

(1.25) Lemme : Soit M un DG-module admettant une décomposition en somme directe de deux modules
gradués :
M=A®B

telle que la différentielle O de M s’écrive matriciellement :

B
compte tenu de cette décomposition. Alors, si
8:A——=B

est bijectif, M est homologiquement nul.

(59)(52)=(0¢)

Ecrivons 8% =0 :

ou encore :

o2 =0
patp = 0
7 =0

Autrement-dit, a et v sont des différentielles sur A et B respectivement, et 8 (qui est de degré —1) est
un DG-homomorphisme. De plus M s’identifie & C(3). Le résultat découle alors de (1.20). O

(1.26) Définition : Nous dirons que M est acyclique si :
e:M——=A
induit un isomorphisme en homologie, et qu’il est contractile si € est une équivalence d’homotopie.

Il résulte des lemmes précédents que si M est acyclique, projectif et minoré, il est contractile.

(1.27) Lemme : Si M et N sont contractiles, il en est de méme de M ® N.
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Soient h: M —— M et k : N——= N des contractions. Alors,
hl+e®k et h@e+1k
sont des contractions pour M ® N. C’est une simple vérification. O

(1.28) Définition : On notera T : M @ N—— N ® M P’application définie par :

Toy) = (-)"y e

1.4 DGA-algebres et DGA-coalgebres.

(1.29) Définition : Une DGA-algébre (resp. DGA-coalgébre) est un DGA-module A (resp. C') muni
d’un morphisme de DGA-modules :

nw:AQA——A (produit)
(resp. D : C——C®C) (coproduit)

vérifiant la propriété d’associativité :

plop) = ppel)
(resp. (D®1)D = (1® D)D)
et pour lequel 1 (resp. €) est une unité bilatérale :
pn®l) = plen) =1
(resp. 1®e)D = (e®1)D=1)
Elle est dite commutative si de plus :
pI = p
(resp. TD = D)

(1.30) Définition : Un morphisme de DGA-algébres f : A—— A" (resp. de DGA-coalgébres f :
C ——=C") est un homomorphisme de DGA-modules vérifiant :

wfef) = fu
(resp. (f ® f)D Df)

(1.31) Lemme : Si A et A’ sont des DGA-algébres (resp. C et C' des DGA-coalgébres), on fait de A® A’
(resp. C ® C') une DGA-algébre (resp. DGA-coalgébre) en posant :

po= (pep(leTel)
(resp. D = (1®T®1)(D®D))

La vérification est laissée au lecteur. O

(1.32) Définition : Une DGA-algébre de Hopf est une DGA-algébre A munie d’'un morphisme de DGA-
algébres :
D:A—=ARA

faisant de A une DGA-coalgébre.
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Cette définition est trivialement équivalente a la suivante :

(1.33) Définition : Une DGA-algébre de Hopf est une DGA-coalgébre A munie d’'un morphisme de
DGA-coalgébres :
Hw:ARA——A

faisant de A une DGA-algébre.

On a en particulier la relation :

Dpu=(peop)(leT®1)(D® D)

(1.34) Définition : Un DGA-A-module (resp. DGA-C-comodule) a gauche sur une DGA-algébre A
(resp. DGA-coalgébre C') est un DGA-A-module M muni d’un DGA-homomorphisme :

uw o AQM—M
(resp. D : M——=C®M)

vérifiant :
pl@p) = ppel)
(resp. (D®1)D = (1®D)D)
pnel) = 1
(resp. (e ®1)D = 1)

On définit d’une fagon analogue des DGA-A-modules (resp. DGA-C-comodules) a droite.
(1.35) Lemme : Soit C' une DGA-coalgébre, A une DGA-algébre, M un DGA-C-comodule a droite, N
un DGA-A-module & gauche. Alors, Hom(C, A) est une DGA-algébre avec le produit :
— : Hom(C, A) ® Hom(C, A) —— Hom(C, A)
défini par :
a— B =pla®pB)D
et M ® N est un DGA-Hom(C, A)-module a gauche avec le produit :

~ :Hom(C,A )9 M @N—M QN

défini par :
o~roy=(enleasl)(Del)oy)

La vérification est laissée au lecteur. O

— est appelé cup-produit et —~ est appelé cap-produit. Les affirmations du lemme (1.35) se traduisent
par les formules :
(a—=pB)—v = a—(B—7)
ne—a=oa—ne = « (cf. Lemme (1.15))
dla—B) = (da) —f+(-1)a —(dB)
(@=B)~z = a~(5~a)
ne~x =
Aa~xz) = (do) ~z+(-1)la ~ (82)

pour «, f et v dans Hom(C, A) et « dans M ® N.

Si maintenant on pose, pour tout  de C, ou tout  de M :

D(z) = Z Ti QYi
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| (@A) = 3 (DI al)m)
a~(zoy) = Y (D@ aly)y

i
pour « et 8 dans Hom(C, A) et y dans N (ou le produit p est noté par simple juxtaposition). Pour les
signes, voir les conventions de Koszul.

Si C est une DGA-coalgebre connexe (voir (1.14)), on notera * I'unique élément de Cy tel que e(x) = 1.
Soit 2 un élément de C, de degré n > 0. La composante de bidegré (0,n) de D(x) s’écrit nécessairement
sous la forme * ® y pour un certain y de C,,, puisque Cy ® C,, = A ® C,,, mais par ailleurs :

(e®1)D(x) ==
donc y = z. La méme chose étant vraie pour la composante de bidegré (n,0), on a :

D(x):*@a:—&—x@*—&—z T @ y;
i

ou les x; et y; sont de degrés strictement compris entre 0 et n.

(1.36) Lemme : Si C' est une DGA-coalgébre graduée positivement et connexe, si A est une DGA-
algébre graduée positivement et connexe, soit G(C, A) le sous-ensemble de Hom(C, A)g des « tels que
e(a) =1 (ou encore tels que ean = 15 (voir (1.15)). Alors G(C, A) est un groupe pour le cup-produit
d’élément neutre n(1) = ne.

On sait déja que — est associatif et que ne est neutre. Il reste seulement & prouver que tout a de G(C, A)
a un inverse pour le cup-produit. a, qui est de degré 0, est en fait une famille de fleches :

(673 Ci4>Ai

telle que le diagramme :

A——A

soit commutatif. On construit (z) par récurrence sur le degré de x. On pose Sy = ap. Si = est de degré
n,on a :
D(z) =+«®x+ D'(z)

ot D'(z) est une somme de tenseurs z; ® y;, avec |y;| < n — 1. On doit alors avoir :
0 =ne(x) = (e ® B)D(x)

donc :
—pla®p)D'(x) = pla®p)(x @)
= p(l®pB(z))
= Bz)

ce qui définit 8 par récurrence, tel que a — § =ne. O

Si X est un ensemble simplicial, on peut considérer le composé :( 3)

D:CN(X) -2 ON(X x X) —2= ON(X) @ CN (X)

3. Ou Civ désigne le complexe des chaines normalisées, voir May [9], page 95.
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ou A est la diagonale de X, et ou ® est donné par le théoreme des modeles acycliques. Avec ce méme
théoreme, on prouve facilement que D est un coproduit homotopiquement associatif et homotopiquement
commutatif. Mais c¢’est un fait remarquable qu’il existe parmi tous les coproduits qu’on obtient de cette
facon, un coproduit associatif.( )

(1.37) Définition : Soit X un ensemble simplicial. Le coproduit d’Alexander-Whitney :
D:CN(X)—=CN(X)® CN(X)
est donné pour les vecteurs de la base canonique par :

||

D(x) =Y #'@) @ oy (z)
1=0

ou 0 est 'opérateur de derniére face, c’est-a-dire :

A(z) = Og|()

(1.38) Lemme : Le coproduit d’Alexander-Whitney est naturel et fait de CYN (X) une DGA-coalgébre.

Noter que si z est dégénéré, 'un des deux simplexes 9°(z), 8(‘)1‘_i(x) Pest aussi. D est donc bien défini.
La naturalité est claire. La relation :

(0@1+1©)D = D

se vérifie facilement par le calcul.

Si on note (ao, ..., ap) le p-simplexe de A,, dont les sommets sont ag,...,ap, on a :

i=0
Comme D est naturel, il suffit de vérifier I’associativité sur e,, = (0,...,n), mais avec cette notation,
c’est parfaitement évident. Enfin, notons que :
(e@1)D(0,....,n) = (¢@1)((0)®(0,...,n))

= (0,...,n)

Par la suite, quand nous parlerons de CY(X) comme d’une DGA-coalgebre, il s’agira toujours du
coproduit d’Alexander-Whitney.

Soit maintenant G un groupe simplicial. On peut considérer le composé :
p: CN(G) ® CN(G) == CN (G x G) —= CN(G)
ott M est la fleche de Mac Lane,(®) et x la multiplication de G.
(1.39) Définition : Soit G un groupe simplicial. La multiplication :
p:CY(G) ® CY(G)——=CY(G)

définie ci-dessus s’appelle la multiplication de Pontrjagin. Elle fait de C¥ (G) une DGA-algébre, qui est
commutative si G est commutatif. Comme G est pointé (par son élément neutre), on a une coaugmen-
tation canonique :

n:A——=CN(G)

4. Voir aussi [27] et [28].
5. Voir [27] pour une définition et une preuve rapide des principales propriétés.
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qui est élément neutre pour cette multiplication.

L’associativité de pu résulte de la commutativité du diagramme suivant :

X+ ®1

CN(G) e CN(G) e CN(G) %Ci\’(G x G)® CY(G) M@)o CY(G)
1®Mi @ M\L ® J{M
CN(G) ® CN(G x Q) M NG x G x @) — D oN@x @)
1®x*l ® (1><><)*\L @ lx*
CN (@) CN(G) CN (G x @) ehl(e)

M

X
La commutativité de () a été prouvée dans [27]. Celles de (2) et (3) sont dues & la naturalité de M, celle
de (@) au fait que la multiplication de G est associative.

On prouve de méme les autres assertions en considérant les diagrammes suivants (ot t : GXG ——=GxG

est défini par t(z,y) = (y,z)) :

N (@)@ N (@) M= CN (@ x G)

=

T t CN(@)

*

T

CN(G) @ CN(G) — = CN (G x @)

CN(G) ® CN (x) === CN (G x %)

~

191 (1x%). cN(@)

*

T

CN(G) & C¥(6) — CN (G % G)
De plus, p est naturelle en ce sens que si f : G—— H est un homomorphisme, on a le carré commutatif :

CN(G) © CN(G) —= N (@)

f*®f*l J/f*

O (H) @ ON (H) —= C ()

et en particulier, ona ey =e®e¢e. O

(1.40) Théoreme : Soit G un groupe simplicial agissant & gauche sur un ensemble simplicial F'. Alors
CN(F) est un DGA-module a gauche sur la DGA-algébre CN (G).

On définit 'action comme le composé :

p:CN(G) @ CN(F) > CN (G x F) —> CN(F)

On prouve le théoreme comme précédemment. O
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1.5 Cochaines de Brown.

(1.41) Définition : Soit C une DGA-coalgébre et A une DGA-algébre. On appelle cochaine de Brown
(ou cochaine tordante), un homomorphisme homogéne de degré —1 :

t:C——=A
tel que :
ot+td+utet)D = 0
et = 0
tn = 0

La relation de Brown 0t + t0 + pu(t ® t)D = 0 peut encore s’écrire (voir (1.15) et (1.35)) :

dt+t—t=0

(1.42) Lemme : Soit M un DGA-comodule a droite sur la DGA-coalgebre C, N un DGA-module &
gauche sur la DGA-algébre A, t : C —— A une cochaine de Brown. On définit :

O  M@N—M@N

par :
dzey) = 0z®y)+t~zQyY
= dxey+(-D¥lz@dy+t ~zoy

Alors, 0; est une différentielle, et M ® N muni de cette différentielle et de I'augmentation et de la
coaugmentation définies en (1.15), est un DGA-module qu’on notera M ®; N. De plus les fléches :

1®e: M@ N——M
NR®1:N——M®®& N

sont des homomorphismes de DGA-modules. M ®; N s’appelle un produit tensoriel tordu.

Nous vérifions que 07 = 0. Soit 2 € M ®; N. On a :
0% (x) O (0 +t ~ )

0(x)+t ~0x+0(t ~x)+t~ (t ~x)

= t~0zx+(dt) ~z—t~0x+(t—t) ~x

= (dt+t—t)~x

= 0

Les autres vérifications sont laissées au lecteur. O
Soit z ® y € M ®; N. En posant D(z) = Z x; ® y;, on obtient explicitement :

K2

Fh(rz@y)=0r@y+ (-1)*lz®ay + Z (=)=l @ t(ys)y

(1.43) Définition : Si M = C (resp. N = A), on dira que le produit tensoriel tordu M ®; N est
coprincipal (resp. principal).

(1.44) Lemme : Soit t : C —— A une cochaine de Brown, ¢ : A—— A’ un morphisme de DGA-
algebres, 1 : C' —— C un morphisme de DGA-coalgébres, alors les composés :

ot . C——=A
ty : C'——=A
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sont des cochaines de Brown et les fleches :
1¢p @ CRRA——=C Ry A
Y1 @ O @y A——=C® A
sont des homomorphismes de DGA-modules.
La vérification est sans difficulté. O

(1.45) Définition : Soient t : C ——A, t' : ' —— A’ deux cochaines de Brown. On appelle somme
cartésienne de t et t', la fléche :
txt' =t@ne+next

de C®C' dans A A'.
(1.46) Lemme : ¢ x t' est une cochaine de Brown et la fléche :
19T®1:(C® F)®(C'®y F')——(C®C'") @y (FRF')
ot F (resp. F') est un DGA-A-module (resp. DGA-A’-module) a gauche, est un isomorphisme de DG A-
modules.

La vérification ne pose aucune difficulté. On doit seulement faire attention aux signes, compte tenu des
conventions de Koszul (1.4). O

Remarquer que si C ®; F et C' @y F’' sont acycliques, il en est de méme de (C' @ C') @4y (F @ F').

(1.47) Définition : Une cochaine de Brown t : C —— A est dite « sans holonomie », si sa restriction
a Cq est nulle.

C’est par exemple le cas si C' est simplement connexe.

1.6 Générateurs et primitifs.

Soit A une DGA-algebre. I(A) = Ker(e : A——A) I'idéal d’augmentation de A.

(1.48) Définition : Soit A une DGA-algébre. Le module des générateurs de A, Q(A), est défini par la
suite exacte :

I(A) ® I(A) L~ 1(4) Q(A) 0

11 est clair que la différentielle 9 de A respecte I(A). Comme elle est compatible avec pu, elle induit une
différentielle Q(9) sur Q(A). De méme, si f : A—— A’ est un morphisme de DGA-algebres, f induit
une fleche Q(f) : Q(A) ——=Q(A").

(1.49) Lemme : Soit f : A——— A’ un morphisme de DGA-algébres graduées positivement, et tel que
A’ soit connexe. Alors, f est surjectif si et seulement si Q(f) est surjectif.

Un peu de chasse dans le diagramme suivant :

0 I(A) A—=A 0
fl fJ/ l1
0——=I(4A) A ——=A 0

montre que f est surjectif de A vers A’ si et seulement s’il I'est de I(A) vers I(A’). 1l est clair qu’il
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envoie alors surjectivement Q(A) vers Q(A’). Réciproquement, le diagramme commutatif :

I(A) ® I(A) ——=I(A) Q(A) —=0
f®fl lf i@(f)
I(A) @ I(A') — > I(A') QA") —=0

et le lemme des cing montrent par récurrence sur le degré que f est surjective. En effet, comme A’ est
connexe, I(A’) est en degrés > 1, donc les tenseurs élémentaires de I(A’") ® I(A’) ont des composantes
de degré strictement inférieur. O

Soit C' une DGA-coalgebre, J(C) = Coker(n : A——C).

(1.50) Définition : Soit C' une DGA-coalgébre. Le module des primitifs de C' est défini par la suite

exacte :
D

0 P(C) J(C) J(C) @ J(C)

La différentielle respecte J(C') et est compatible avec D. Elle induit donc une différentielle sur P(C').
De méme, si f: C ——C" est un morphisme de DGA-coalgebres, f induit P(f): P(C)——=P(C").

(1.51) Lemme : Soit f : C ——C" un morphisme de DGA-coalgébres graduées positivement, tel que
C soit connexe et que C et C' soient plats (comme A-modules). Alors f est injectif si et seulement si
P(f) est injectif.

La démonstration est analogue a celle de (1.49). O

(1.36), (1.49) et (1.50) sont tirés de Milnor-Moore [22], un document de référence sur les algebres de
Hopf.

(1.52) Définition : Soit A une DGA-algebre et M un DGA-A-module (a droite). Le « module associé »
est défini par M = M/MI(A).

(1.53) Lemme : Soit f : A——= A’ un morphisme de DGA-algébres, M un DGA-A-module, M’ un
DGA-A"-module, g : M —— M’ un morphisme de DGA-modules compatible avec f (i.e. g(xza) =

g(z)f(a)). Alors g induit une fléche g : M —— M’ sur les modules associés. O



Chapitre 2

Fibrations, constructions.

2.1 Fibrations principales et fonctions tordantes.

Notre but étant 1’étude des fibrations principales de fibre K(Z/p,n), nous nous limiterons dans ces
rappels aux fibrations principales dont la fibre est un groupe simplicial H. Une telle fibration est la
donnée d’'un ensemble simplicial E (espace total), muni d’une action (& droite) libre de H. Si X = E/H

est la base de cette fibration, on la notera généralement H——FE—"=X  oi1, un point de base * étant
fixé dans F, donc dans X par projection, H est 7! (x).

Rappellons que H est de Kan, et que 7 est une fibration de Kan. Une section de 7 est une application
simpliciale o : X ——=F, telle que mo = 1x. Une telle section n’existe que si la fibration est triviale
(i.e. isomorphe a pr; : X x H ——X).

Par contre, si on ne demande pas a o de respecter 'opérateur 0y, il n’y a plus d’obstruction a la
construction de o (May [21], page 73). Une telle fleche (qui commute aux s;, @ > 0 et aux 9;, i > 1)
s’appelle une pseudo-section et est ’analogue simplicial d’une connexion.

. . . s . .
Remarquons maintenant que si la fibration F——= X est munie d’une pseudo-section o, on a :

71'0'80(:6) = 80(25)
wOpo(x) = Oymo(z) = do(x)

autrement-dit, 0dy(x) et dyo(x) se projettent sur le méme simplexe de X, et il existe donc un unique
élément 7(x) de H, tel que :
Opo(z) = 00p(x).7(x)

(2.1) Lemme : L’application 7 : X —— H définie ci-dessus est de degré —1 (7(X,) C H,_1), et
satisfait les relations :

dor(zr) = [r(do(x))] " 7(01(x))

0it(x) = 71(0i412) i>1

sit(x) = 7(8it1%) i>0
T(so(x)) = 1

T s’appelle la fonction tordante associée a o.
La vérification est sans difficulté. O

Le lecteur vérifiera facilement que la donnée de 7 : X ——= H suffit a retrouver a isomorphisme pres

la fibration E——=X et sa pseudo-section o. Il suffit de poser E = X x, H, ou, dans le « produit

29
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cartésien tordu » X x, H, l'opérateur 0y est donné par :
80(x, h) = (801', T(l’)aoh)

On pose de plus w(z,h) =z et o(z) = (z,1).

La composition d’une fonction tordante a gauche par un morphisme de groupes simpliciaux, ou a droite
par un morphisme d’ensembles simpliciaux, est encore une fonction tordante.

2.2 Constructions W (Eilenberg-Mac Lane) et G (Kan).

Considérons maintenant un groupe simplicial H, et soit Cy la catégorie dont les objets sont les couples
(X,7), o X est un ensemble simplicial, et 7 : X —— H une fonction tordante, et dont les morphismes
sont les triangles commutatifs :

H

/
7 X

ot f: X ——= X' est une application simpliciale. Alors, la catégorie C a un objet final noté :

X

W(H)—"—=H

et appelé construction W (die & Eilenberg et Mac Lane).

On prouve (May [21]) que W (H) et W(H) x, H sont de Kan, et que W(H) x, H est contractile. On a
donc une fibration universelle de fibre H :

H—— W(H) x, H—> W(H)

et W(H) est un classifiant pour H.(")

Si maintenant H est commutatif, la multiplication m : H x H —— H est un morphisme de groupes
simpliciaux, et comme on vérifie aisément que 7 x 7 : W(H) x W(H)——>H x H est une fonction
tordante, on voit qu’il existe un unique morphisme d’ensembles simpliciaux :

W(m) : W(H) x W(H) —W(H)

tel que le diagramme :

soit commutatif. La propriété universelle de 7 montre encore que W (H) est un groupe simplicial commu-
tatif. Cette remarque permet d’itérer la construction W et en particulier, on peut voir K (m,n), comme
le groupe simplicial W" (7).

D’une fagon analogue, soit maintenant X un ensemble simplicial réduit (ayant un seul O-simplexe),
et soit Cx la catégorie dont les objets sont les couples (H,7), o H est un groupe simplicial, et ou

1. Ici, le mot « classifiant » est pris dans le sens usuel en topologie algébrique. Précisément, il s’agit du classifiant
homotopique des classes d’isomorphisme de H-fibrés principaux.
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7 : X —— H est une fonction tordante, et dont les morphismes sont les triangles commutatifs :

Hvﬂ,

ol ® est un homomorphisme de groupes simpliciaux. Alors la catégorie Cx a un objet initial :
X —=G(X)

qu’on appelle construction G (diie & Kan). On prouve (May [21]) que X x, G(X) est contractile. On
voit donc que la fibration :
GX)— X x,G(X)—=X

fait apparaitre le groupe G(X) comme un espace des lacets pour X.

Si H est un groupe simplicial, et X un ensemble simplicial réduit, on a des morphismes canoniques :

®:GW(H)——>H

V. X — > WGE(X) (2.2)

qui sont les seuls qui rendent commutatifs les diagrammes :

N/ /\

W (H) X4>WG

Ils induisent les morphismes de fibrations :

GW(X)%H GX)— = G(X)
W(H) x, GW(H) % W(H) x, H X %, G(X) L Wa(X) x, G(X)
W(H) ——— W(H) X ———— WG(X)

qui prouvent que ® et ¥ sont des équivalences d’homotopie.

2.3 Cochaine de Brown naturelle.

Soit X un ensemble simplicial réduit. La méthode des modeéles acycliques permet de construire une

cochalne de Brown :
tx : Cu(X)——=CL(G(X)) (2.3)

(ot Cy(X) est muni du coproduit d’Alexander-Whitney, et C,(G(X)) du produit de Pontrjagin), qui
est naturelle en X, et vérifie :
tx(z)=1—71(x)
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pour tout 1-simplexe 2 de X.(?)

Soit H——E—"+X une fibration principale, munie d’une pseudo-section o, et soit 6 : X — H la
fonction tordante associée a o. On a alors le diagramme commutatif :

GX)—2=H
NV
X
ou @ est un morphisme de groupes simpliciaux. On peut donc considérer la cochaine de Brown :
t(0): utx : Co(X)——=C.(H) (2.4)
et le produit tensoriel tordu :

Ci(X) ®4(9) Cx(H)

Le théoréme d’Eilenberg-Zilber tordu (da & E.H. Brown [6]), qui se prouve par la méthode des modéles
acycliques (voir May [21], pour une version simpliciale), nous dit qu’il existe des équivalences d’homotopie
naturelles :

C.(X) @19y Co(H) = C.(E) (2.5)

Ce théoreme constitue le point de départ de notre étude de 'homologie des fibrations, notre but étant
de transformer le produit tensoriel tordu ci-dessus en quelque chose de « calculable ».

2.4 Constructions (Cartan).

Nous passons maintenant aux constructions. La définition que nous donnons est un peu différente de
celle de H. Cartan [8]. Nous supposerons désormais que A est un corps.

Si M ® N est un produit tensoriel de deux modules gradués, nous poserons F;(M@ N) = @ M;®N.

q<p
La filtration ainsi obtenue sera dite standard.

(2.6) Définition : On appelle construction un triplet (M, N, ), ot M et N sont des DGA-modules, et
ouf: M®N—M® N est une fleche de degré —1, telle que :
(1®e)d=0 O(F,(M®N))C F, (M®N)

et telle que Op = 0 ® 1+ 1® 0 + 0 soit une différentielle faisant de M @ N un DGA-module. M et N
seront appelés respectivement la « base » et la « fibre » de la construction. Si de plus :

9(FZ’,(M ®N)) C FZ’FQ(M ® N)
la construction sera dite « sans holonomie ». Si de plus N est une DGA-algébre, et M ® N un DGA-
module a droite sur N, on dit que la construction est principale.

Soit C' ®; F' un produit tensoriel tordu, ou C' est une DGA-coalgebre, F' un DGA-module sur une DGA-
algebre A, et t : C'—— A une cochaine de Brown. Alors, (C, F,t —~) est une construction, qui est sans
holonomie si ¢ est sans holonomie, et qui est principale si F' = A.

2. Mon étudiant F. Morace et moi avons montré en 1992 qu’une au moins de ces cochaines (en fait, celle de Szczarba)
commute exactement (et non pas seulement & homotopie prés) avec la transformation d’Eilenberg-Mac Lane M. [Brown’s
natural twisting cochain and the Eilenberg-Mac lane transformation, Journal of Pure and Applied Algebra 97 (1994)
81-89.]
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(2.7) Définition : Soient (M, N,0) et (M', N',0") deux constructions. Un morphisme de (M, N, 0) vers
(M',N',0") est un triplet (f,g,h), ou :

f-M——M
g:N——=N’
sont des morphismes de DGA-modules, et ou :
h:M@N—M @N’
vérifie :
h(Fy(M® N)) C F, (M'"®N')

et est tel que f ® g + h soit un morphisme de DGA-modules. Si de plus (M,N,0) et (M', N',0")
sont principales, on demande que g : N —— N’ soit un morphisme de DGA-algébres, et que h soit
compatible avec g, en ce sens que :

h(r®@y) =h(z®1).9(y)

Par abus de notation, on désignera généralement une construction (M, N, 8) par M ®y N, et un mor-
phisme (f,g,h) par f ® g+ h.

Soit M ®¢ N une construction. La suite spectrale de cette construction est celle qui est associée a la
filtration standard définie plus haut. Il est clair que :

E°(M ®¢ N)
E'(M ®¢ N)

M®N
M ® H.(N)

~
~

Si nous supposons que la construction est sans holonomie, nous avons aussi :

E*(M ®¢ N) ~ H,(M) ® H,(N)

(2.8) Théoréme : Soit f ® g+ h: M ®9 N—— M’ ®¢ N’ un morphisme de constructions, alors :

— 1) Si f et g induisent des isomorphismes en homologie, il en est de méme de f ® g + h.

— ii) Si les constructions sont sans holonomie, et si deux des fléches f, g et f ® g + h induisent des
isomorphismes en homologie, il en est de méme de la troisiéme.

La premiére assertion résulte des propriétés standard des suites spectrales, la deuxiéme du théoreme

de comparaison de Moore [8]. Il existe un autre théoreme de comparaison trés utile dont voici I’énoncé
(Cartan [8]) :

(2.9) Théoréme : Soient M ®¢ A et M' ®¢: A deux constructions principales et acycliques de méme
fibre, et soit ® un morphisme de constructions de la forme :

O=fR1+h: M®§jA—=M @4y A

Alors f: M —— M’ induit un isomorphisme en homologie.

Remarquer que dans une construction principale, le module associé n’est autre que M, puisque :
(M®A)/(MeA)A= (Mo A)/(MeA)~M®e (A/A) =M
2.5 Bar-construction et cobar-construction.

Nous passons maintenant aux bar et cobar-constructions, et nous étudions avec quelques détails les
algebres et coalgebres différentielles libres.
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(2.10) Théoréme : Soit A une DGA-algébre. On considére la catégorie C4 dont les objets sont les
couples (C,t), ou C est une DGA-coalgébre, et :

t:C——=A

une cochaine de Brown, et dont les fléches sont les triangles commutatifs :
Cc——=4
N\
c’
ot ¥ est un morphisme de DGA-coalgébres. Alors, la catégorie C4 contient un objet final, qu’on notera :

B(A) — > 4

et qu’on appelle la bar-construction de A.
D’une fagon duale, on a :

(2.11) Théoréme : Soit C' une DGA-coalgébre. On considére la catégorie Cc dont les objets sont les
couples (A, t), ou A est une DGA-algébre, et :

t:C——=A

une cochaine de Brown, et dont les fleches sont les triangles commutatifs :

i A
RN
A/

ou ® est un morphisme de DGA-algebres. Alors la catégorie Co contient un objet initial, qu’on notera :

C

c—=q(C)

et qu’on appelle la cobar-construction de C.

Bien siir ces objets sont uniques a isomorphisme pres. La propriété universelle signifie que pour toute
cochaine de Brown ¢t : C'——= A, il existe un unique homomorphisme de DGA-coalgebres ¥, et un
unique homomorphisme de DGA-algebres @, tels que les diagrammes :

c—L>4 C)

Q
x 5 T \
B(A) C A

t

soient commutatifs. Il en résulte en particulier que si A est une DGA-algebre, il existe un unique
homomorphisme de DGA-algebres ® rendant commutatif le diagramme :

Q(B(A)) ki A

‘\ % (2.12)

B(A)



2.5. BAR-CONSTRUCTION ET COBAR-CONSTRUCTION. 35

De méme, il existe pour toute DGA-coalgebre C, un unique homomorphisme de DGA-coalgebres W tel
que le diagramme :

soit commutatif. Ces homomorphismes seront dits canoniques.

De méme, si
fiA——=A
(resp. g : C ——= (")

est un morphisme de DGA-algebres (resp. DGA-coalgebres), on a le diagramme commmutatif :

A— o) 2% o)

f
5 y o (resp. WT/ TV ) (2.14)
C g

B(A) W B(A") c’

qui définit sans ambiguité le morphisme de DGA-coalgebres (resp. DGA-algebres) B(f) (resp. ©(g)).
On vérifie aisément que B et €) sont ainsi des foncteurs.

Nous passons maintenant & la preuve des théorémes (2.10) et (2.11). Nous commengons par quelques
lemmes sur les algebres et coalgebres libres.

(2.15) Définition : Soit A un A-module gradué. Le module tensoriel de A, T(A) est défini par :
T(A) = A

neN
(ot A® = A, A" = A®---® A (n facteurs)). L’élément 1 de A° est appelé le mot vide, le tenseur
a1 ® -+ ® a, est appelé un mot de longueur n. La graduation de T(A) est définie par :

n

|a1®...®an|zz ‘az|

i=1

L’augmentation ¢ et la coaugmentation n sont identité de A° = A. On définit un produit :
p:T(A)@T(A)——=T(A)

par :

p(ar @ ©an) @ (1 ®@ - ®angp)) =01 O+ @ anyp

et un coproduit :
D:T(A)——=T(A)RT(A)

par :
n

D(@1®"'®an)zz(a1®"'®ai)®(ai+1®"'®an)
=0

Il est manifeste que ce produit est associatif et admet n pour unité, et que ce coproduit est associatif,
et admet £ pour co-unité. u et D ne font pas de T(A) une algebre de Hopf. En effet, la relation :

Du=peou(leTel)(D® D)
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n’est pas vérifiée en général. Suivant que nous la considérerons comme munie de p ou de D, nous
appelerons T'(A) Palgeébre ou la coalgebre tensorielle de A. Si f : A—— B est une fleche, on notera
T(f) la fleche :

T(f)(a1®...®an):f"(a1®...®an):(f®...®f)(a1®...®an)

Nous noterons j, : A" ——=T(A) et 7, : T(A) — A" l'injection et la projection canoniques. Noter
que A g’identifie au module des générateurs Q(T'(A)) de l'algebre tensorielle T'(A), de méme qu’au
module des primitifs P(T'(A)) de la coalgebre tensorielle T'(A).

(2.16) Lemme : Soit A un A-module gradué. T(A) son algébre (resp. coalgébre) tensorielle, A :
A——=T(A) (resp. m : T(A)——A) un A-homomorphisme de degré —1. Alors il existe une unique
dérivation 0 : T(A) ——=T(A) (c’est-a-dire vérifiant Op = p(0®@1+1®9) (resp. DI = (0R1+1®0)D))
prolongeant A (resp. relevant m) :

A

A T(A) T(A)
J1 i / / \Lm
T(A) T(A) — A

De plus, les relations 9> = 0 et A = 0 (resp. md = 0) sont équivalentes.

Afin de prouver ce lemme ; nous introduisons certaines notations. Soit f : M? —— M?. On définit :

f[n] : Mp+n—1 Mq+n—l

par :
n—1
f["] = "o fe1r k-t pour n > 1
> o
f["] = 0 pour n < 0

Par exemple : fll = 7. fPl= fo1+1®f, ete... Soit f : M——=T(M) (resp. T(M)——=M). On
définit :
(M) ——=T(M)
en imposant les relations :
(P — [»]
o f iy = (Wq—p+1f) 218
(resp. 7qu[ ]jp = (fjp—q+1)[q]) ( )

Démonstration du lemme (2.16) : Si T'(A) est lalgébre tensorielle (resp. coalgébre tensorielle) de A, il
suffit de poser :
o = Al
(resp. & = mll)
En effet, pour prouver la relation Al ]p = ,u(A[ lo1+1@Al ]), il suffit de prouver que pour tous n, p
et q:
T AU (G, @ Jg) = map(A @ 1+ 1@ A, @ j,)

or, ceci peut encore s’écrire :
(Wn—(p+q)+1A)[p+q] = (Wn—(p+q)+1A)[p] R19+1P® (Wn—(p+q)+1A)[q]

ce qui est conséquence immédiate des définitions. L’unicité est claire puisque tout mot est un produit
de mots de longueur 1. L’équivalence des relations 9% = 0 et 9A = 0 est une conséquence immédiate du
fait que O est une dérivation et que A est de degré impair. On a une démonstration analogue pour le
cas dual. O
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(2.19) Lemme : L’algébre (resp. coalgébre) tensorielle T(A) est libre, c’est-a-dire que pour toute algébre
(resp. coalgébre) associative et unitaire B, et toute application linéaire :

f : A——B
(resp. f : B——=A)

il existe un unique prolongement f : T(A) — B (resp. relévement f : B——=T(A)) de f, qui soit un
morphisme d’algébres (resp. de coalgébres) unitaires.

Si p est un produit (resp. D un coproduit) associatif, on pose :

po= 1, 4@ o p o = M(1®M(”71)) (2.20)
(resp. DY = 1, D® = p, D™ = (1D VD) '
Il suffit alors de poser :
P o= e Y 0p
i>1
(resp. f = 775—1—2 iy o
i>1

(2.21) Lemme : Si T'(A) et B (resp. A et T(B)) sont munies d’une différentielle qui en fait des DGA-
algeébres (resp. DGA-coalgébres), f commute aux différentielles si et seulement si :

Foi = of
(resp.f0 = maf)O

(2.22) Définition : Soit A un A-module gradué. On définit la suspension (resp. désuspension) de A
par :
(TA)n = An—l
(resp. (\LA)n = An+1

On appelera aussi suspension (resp. désuspension) les isomorphismes canoniques (identités) :

T A—1A
T JA——A
(resp. L : A——=]A
Y p—'y

Remarquer que [f|=1et ||| = —1.

Pour prouver les théorémes (2.10) et (2.11), il suffit d’exhiber une solution au probléme universel posé.
Soit donc A une DGA-algebre. Posons :

A=A/Im(n: A——=A) ~Ker(e : A——=A)

Onnotera A : A——= A et p: A——= A, I'inclusion et la projection canoniques. On pose B(A) = T(1A).
B(A) est ainsi une coalgebre graduée augmentée et coaugmentée. On définit :

B:B(A)——=A

par :
B = Alm (2.23)

ce qui donne explicitement :

®--Qay)=0 sin>2
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et nous définissons la différentielle de B(A) de telle sorte que 3 soit une cochaine de Brown. On doit
avoir la relation :

9B+ B0+ pu(B®pB)D =0
Compte tenu de pA = 15 et 1 = 1TZ’ on obtient :

m0 = —1p0pB —tpu(B @ B)D

Par (2.16), il existe une unique dérivation @ de B(A) satisfaisant cette relation. Pour voir que 92 = 0,
il suffit de vérifier que m10% = 0, ou encore que 39% = 0, mais :

B = (B0)0

(=08 - — p)o

—0(B0) — B — B)0

—0(=0B— B —pB) — (B~ B)o
B~ pB)— (B~ p)d

(8 — p)

= —d(dp)

=0

Maintenant, si t : C —— A est une cochaine de Brown, le diagramme :

C—t>A
Tpti y B
tA—— B(A)

J1

est commutatif, car la relation et = 0 implique Apt = t.

Par (2.19), la fleche tpt : C ——1A4 se prolonge en un unique homomorphisme de coalgébres :
U:(C——=B(A4)

On a alors le diagramme commutatif :
c——=4

N

B(4)

Il reste a voir que ¥ commute aux différentielles. D’apres (2.21), il suffit que 1ptd = w190V, ou encore,

en composant a gauche avec Al, que :
t0 = pov

mais :

pov = —0pY — (B — B)¥
0t — u(B® B)DY
—0t — (B B)(¥ © ¥)D
= —0t—ult®t)D
= toad

On prouve dualement 'existence de la cobar-construction en posant, pour toute DGA-coalgebre C :

C = C/Im(n) =~ Ker(e)
0(C) = T(10)
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Q(C) est alors une algebre graduée augmentée et coaugmentée. On définit :

v: C——=Q(C)
par :
v =Julp
ce qui donne explicitement :
v(z) = lpz

Nous introduisons maintenant les notations classiquement utilisées. Pour la bar-construction, on pose :
toar @ -+ @ pan = laq| ... lan], 1=1[]

et pour la cobar-construction :
bpry @ - @ Lpay = [1] ... |2n], 1=1]

En explicitant la construction précédente, on trouve la formule suivante pour la différentielle de B(A) :

n
Olar]...lan] = = (=pllnbdadiig)| . |ax]. .. |an]
=t n—1
=S (=pllerkledlay g agagalagsol - Jas]
k=1

et pour celle de (C) (avec D(xy) = Zaf ® BF) -

n

Oza|.. |zn] = =) (=n)lrbteaalipy | o). o]

k=1

n k
+ 3Nyl tlrralodgy ey ok Bl - J2]

k=1 1

Les cohaines de Brown et ~y sont donnés par :

B([) =0
p(lal) = a
Alaa] .- -lan]) = 0 n>2

(z) =[]
(2.24) Théoréme : Les produits tensoriels tordus :

B(A)®g A
C®,QC)

sont acycliques.

Comme précédemment, pour tout module augmenté M, nous désignons par M le noyau de I'augmen-
tation. Il suffit donc de prouver que H,(B(A) ®g A) = 0. Pour cela, remarquons la décomposition en
somme directe :

B(A)@ A= (B(A) @A) @ (B(A) ® A)
Par ailleurs, la différentielle du produit tensoriel tordu B(A) ®g A est donnée par :

roy) =0z0y+ (—1)*le®dy +|a1]...|an_1] ® any
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avec & = [a1]...|ay). Il s’en suit que la différentielle de B(A) ®3 A comporte trois composantes, dont
deux sont stables dans chaque terme de la décomposition en somme directe, et dont la troisieme :

B(A)® A——=B(A)® A
est donnée par :
[a1]...]an] ® 1= £[a1] ... |an-1] ® an

Or cette derniére fleche est un isomorphisme, et le théoréme en résulte par application de (1.25). On
prouve de méme que H,(C ®, Q(C)) 