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Nous traitons ici l'intégrale de Cauchy, c’est-a-dire I'intégrale de Riemann restreinte aux seules fonc-
tions réglées. Ceci suffit a couvrir les besoins de 'intégration élémentaire.

Dans tout ce chapitre, [a,b] (a < b) désigne un intervalle compact de R, et I un intervalle quelconque
de R. On prendra garde au fait que certains résultats ne sont valables que sur des intervalles compacts.



2 Intégrale Simple.

1 Préliminaires.

1.1 Quelques questions de topologie.

Une fonction f, définie sur un intervalle I de R et a valeurs dans un espace métrique E, a en xy une
limite & droite, notée f(x7), si
faf) = lim f(z).
xz>w(

On a une notion analogue de limite & gauche, notée f(z ) :

flzg) = lim f(z).

z—z(

z<z(

Remarque : f est continue en x si et seulement si f(zg) = f(zy) = f(zo).
Rappellons le lemme de Lebesgue, dont on aura besoin & plusieurs reprises.

THEOREME. (Lemme de Lebesgue) Soit A une partie compacte d’un espace métrique E, et soit (U;)ier
une famille de parties ouvertes de E, telle que

AclJu.

icl

Alors il existe un réel p strictement positif (appelé “nombre de Lebesgue” pour le recouvrement donné),
tel que toute boule ouverte de rayon p ayant son centre dans A soit contenue dans 'un des ouverts de la
famille (U;)ier-

Raisonnons par ’absurde, et supposons qu’aussi petit que soit p, il existe une boule ouverte de rayon
p ayant son centre dans A et non contenue dans 1'un des ouverts de la famille. Alors, pour tout entier n, il

1 1
existe une boule B(z,, —), de centre z,, et de rayon —, telle que x,, soit dans A, et qui n’est pas contenue
n n

dans I'un des ouverts de la famille. La suite (x,) a un point d’accumulation v dans A (par définition des
compacts). Comme la famille d’ouverts couvre A, il existe un ouvert de la famille qui contient v, et qui
contient donc une boule B(v,¢) de centre ~, et de rayon € > 0. Choisissons n assez grand pour que, d’une

. . . . € r .. . €
part la distance de z,, a v soit plus petite que 3 et d’autre part — soit lui-méme plus petit que 3 Alors,
n

1

la boule B(x,,—) est contenue dans la boule B(7,¢), donc dans 'un des ouverts de la famille, ce qui ne
n

se peut pas. O

COROLLAIRE. (Théoréme de Borel-Lebesgue) Soit A une partie compacte d’un espace métrique E, et
soit (U;)ier une famille d’ouverts de E recouvrant A. Alors il existe une partie finie J de I, telle que la
famille (U;);cy recouvre A.

Raisonnons par 'absurde, et supposons qu’aucune sous—famille finie de (U;);cr ne suffise & couvrir A.
Soit p > 0 un nombre de Lebesgue pour le recouvrement donné. On va construire par récurrence une suite
{Zn}nen de points de A, telle que Vpen Vgen p # g = d(zp, x4) > p. Ceci impliquera qu’aucune sous—suite
de la suite {z, }nen ne peut converger et donc que A n’est pas compact.

Comme la sous—famille vide de (U;);cs ne recouvre pas A, A n’est pas vide et contient donc un point xg.
Supposons maintenant o, . .., ,, contruits, tels que d(z,, z4) > p pour tous p et ¢ tels que 0 < p < g < n.
Pour chaque p, tel que 0 < p < n, la boule ouverte de centre x, et de rayon p est contenue dans 1'un
des ouverts (appelons—le U,) de la famille d’ouverts (U;);e;. Comme les ouverts Uy, ..., U, ne sauraient
recouvrir A, il existe un point x,, 41 dans A dont la distance a chacun des zg, ..., x, est au moins p. O

Rappelons également le théoréme suivant de prolongement par continuité (adapté ici aux application
lipschitziennes).

THEOREME. (Théoréme du prolongement par continuité) Soient E et F des espaces métriques, D une
partie dense de F, et f : D — F une application k-lipschitzienne. On suppose F' complet. Alors, il existe
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une unique application continue f : E — F, prolongeant f (i.e : telle que Vo € D f(z) = f(x)), et cette
application est k-lipschitzienne.

Soit & un point quelconque de E. Comme D est dense dans FE, il existe une suite (z,,) de points de
D qui converge vers z. Cette suite est évidemment de Cauchy, puisqu’elle converge. La suite (f(z,)) est
alors une suite de F', qui est de Cauchy car f est k-lipschitzienne (vérification aisée). Elle converge donc
vers un élément de I que I'on notera f(x).

Cette construction est indépendante du choix de la suite (z,). En effet, si (z/,) est une autre suite
convergeant vers x, alors d(z,,, x}) tend vers 0 quand n tend vers U'infini, et comme f est k-lipschitzienne,
il en est de méme de d(f(z,), f(z))).

n

La fonction f : E — F est donc bien définie. Il reste & montrer qu'elle est k-lipschitzienne (ce
qui impliquera qu’elle est continue). Soient x et y des points de E, (x,) et (y,) des suites de points
de D convergeant respectivement vers x et y. Alors, pour tout € > 0, il existe n assez grand pour que

d(?(l’)af(ﬂfn)) <&, d(f(y), flyn)) <e, d(z,x,) < e et d(y,yn) < . On a alors

d(f(z), f(y)) < d(f(2), f(zn)) + d(f(@n), f(yn)) + d(f(yn), F(y))
< 26+ kd(zn, yn)
< 2+ k(2 +d(z,y))

Comme ¢ est arbitraire, on voit que f est k-lipschitzienne.

L’unicité de f continue prolongeant f est conséquence immédiate de la continuité et du fait que D est
dense dans F. O

1.2 Le théoréeme des accroissements finis.

On connait bien sir le théoreme des accroissements finis pour des fonctions a valeurs dans R :

THEOREME. Soit [a,b] (a < b) un intervalle compact de R non réduit & un point, et f : [a,b] — R une
application continue sur [a, b], dérivable sur ]a,b[. Alors il existe ¢ €]a, b|, tel que

f(b) = f(a)

=1~ ),

Ce théoréme (qui résulte facilement du théoreme de Rolle) n’admet qu’une version plus faible pour les
fonctions a valeurs dans un espace de Banach quelconque :

THEOREME. (Théoréme des accroissements finis) Soit F un espace de Banach, [a,b] (a < b) un intervalle
compact de R, et f : [a,b] — F une application continue sur [a,b], dérivable sur ]a,b| et dont la dérivée
est bornée sur ]a,b[. On a alors :

1£(®) = f@)ll < b —al sup [|f'(x)].

z€la,b]

Le résultat étant trivial pour a = b, on peut supposer a < b. Posons M = sup ||f'(x)]|. Soit € > 0.
z€la,b]
11 suffit de montrer que b appartient & ’ensemble A suivant :

A={zeab] | |f(z) = f@)] < |z —alM +e(x —a+ 1)}

En effet, sib e A, on a ||f(b) — f(a)|| < |b—a|M +e(b—a+1), et comme e est arbitraire, on a le résultat
annoncé.

A n’est pas vide, puisqu’il contient a. Il est par ailleurs majoré par b et a donc une borne supérieure
v telle que a < v < b. A est fermé, puisque les deux membres de l'inégalité large ||f(z) — f(a)| <
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|z —a|M + e(z — a+ 1) qui le définit sont des fonctions continues de x. v appartient donc & A. De plus,
A contient un voisinage de a, par continuité de f en a (c’est & cela que sert le +1 dans la définition de
A). On voit donc que a < . Comme v € A, il suffit maintenant de montrer que v = b.

Supposons v < b. Alors v €]a, b[, et f est dérivable en . Il existe donc un n > 0, tel que pour |h| < 7,

on ait :
Hf(v+ h) = f(7)

7 - f’(v)H <e.

On a alors, pour 0 < h <7 :

If(y+h) = fa)] 1F (v +h) = FII+ () = f@)

hM +he+ |y —alM +e(y—a+1)
ly+h—alM+e(y+h—a+1),

IAIA

c’est a dire v+ h € A, ce qui contredit le fait que = est la borne supérieure de A. O

1.3 Fonctions réglées.

DEFINITION. Une fonction f définie sur un intervalle quelconque I de R, et a valeurs dans un espace
de Banach E, est dite réglée, si elle admet en tout point intérieur a I une limite a gauche et une limite
a droite, ainsi qu’une limite & droite en inf(I) si celui-ci est dans I et une limite & gauche en sup(I) si
celui-ci est dans I.

DEFINITION.  Une fonction f définie sur [a,b], et & valeurs dans un espace de Banach E, est dite en
escalier, si elle est localement constante, sauf en un nombre fini de points de [a, b].

La réunion de deux ensembles finis étant un ensemble fini, il est clair que la somme de deux fonctions
en escalier est encore une fonction en escalier. On vérifie alors facilement que 1’ensemble des fonctions en
escalier définies sur [a, b] et & valeurs dans F est un espace vectoriel réel.

Si on note zy,..., Ty, les points ol la fonction en escalier f n’est pas localement contante, (avec
2o < -+ < Zp), on voit que f est constante dans chaque intervalle |z;, x,11[ (pour 0 < ¢ < n).

Remarque : Une fonction en escalier est réglée. Une fonction continue est réglée. Une fonction en
escalier sur [a,b] est bornée, puisqu’elle ne prend qu’un nombre fini de valeurs.

On rappelle que la norme de la convergence uniforme (sur 'espace des fonctions bornées définies sur
Pintervalle I et a valeurs dans un espace vectoriel normé E), est définie par :

1£1l = sup [ f ().
xel

Le fait que f soit bornée sur I assure que cette définition a bien un sens.

THEOREME. Pour tout € > 0, et toute fonction réglée f sur |a,b] & valeurs dans I'espace de Banach E,
il existe une fonction en escalier g définie sur [a,b], et & valeurs dans E, telle que f — g soit bornée, et

If =gl <e.

Remarque : ceci implique que toute fonction réglée sur un intervalle compact [a, b] est bornée.

Pour tout point ¢ de [a, b], posons

flem) siz<e
gele) =4 Tl) siz=c
flct) siz>c

Par définition des limites & gauche et a droite, il existe un intervalle ouvert non vide V. de centre c, tel
que
Vo € Ve |[f(z) = ge(2)]| <e.
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En appliquant le lemme de Lebesgue a la famille (Ve)cc[q,5], On voit qu’il existe un entier 7, tel que chacun
) 1+ 1
n

des intervalles U; =]a + i(b —a),a+ (b —a)[ (0 < i< n) soit contenu dans 'un des V,, disons V,.
n

i
La fonction g égale & g., sur U;, et & f en chacun des points a + —(b — a) est une fonction en escalier
n

satisfaisant 1'inégalité ||f — g|| < e. O

On notera £([a, b], E) I'ensemble des fonctions en escalier sur [a, b] & valeurs dans E, C([a,b], E) en-
semble des fonctions continues sur [a,b] & valeurs dans E, et R([a,b], E') Pensemble des fonctions réglées
sur [a,b] & valeurs dans E. Tous ces ensembles sont des sous-espaces vectoriels de I’espace vectoriel des
fonctions bornées sur [a, b] & valeurs dans F, et sont donc tous des espaces vectoriels normés.

Le théoréme ci-dessus peut encore s’exprimer ainsi : £([a, b], E) est dense dans R([a, b], E).

2 Intégrale d’une fonction réglée.

2.1 Définition.

Commencons par définir I'intégrale d’une fonction en escalier.

DEFINITION. Soit g : [a,b] — F une fonction en escalier (ot E est un espace vectoriel normé) constante
et égale a y; sur chacun des intervalles Jz;, z;1+1[ (0 < i < n, zg = a et x, = b). L’intégrale de g sur [a,b]

est définie par :
b
/ gyt = > (wiyr — i)y

0<i<n

b
Dans I’expression / f(t)dt, la variable t est muette.
a

‘ /ab g(t)dt

De plus, l'intégrale est linéaire, c’est—a—dire que :

Il est facile de vérifier que :

< (b—a)gl

b
a

/abg(t)dt—i—/abh(t)dt:/ (g+h)(t)dt

b ag(t)dt = « b g(t)dt,
[ oo = |

11 en résulte immédiatement que la fonction de £([a, b], E) vers E définie par

et

comme on le vérifie facilement.

gwlﬁwm

est une application linéaire continue, dont la norme est inférieure ou égale a b — a. En fait sa norme est
exactement b — a, comme on peut le constater en intégrant une fonction contante sur [a, b].

Cette application est donc (b — a)-lipschitzienne. En conséquence, d’aprés ce qui a été prouvé
précédemment, elle se prolonge d’une fagon unique en une application (b — a)-lipschitzienne de R([a, b], E)
vers E, que 'on note encore

le%@#
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La linéarité est conservée gréace a la continuité de la somme et de la multiplication par un réel. Ce qui
vient d’étre dit vaut donc pour toute fonction réglée.

L’intégrale vérifie de plus les relations suivantes

/abf(t)dt - —/baf(t)dt
/abf(t)dt—i—/bcf(t)dt:/acf(t)dt
/a " foya| < / I

b b

L(/ f(t)dt) :/a L(f(t))dt

la premiere pouvant étre prise comme une définition, puisque nous avons supposé des le début que a < b,
et ot L est une application linéaire continue.

En effet, ces relations sont clairement satisfaites par les fonctions en escalier. Elle sont donc satisfaites
par toutes les fonctions réglées par densité de £([a,b], E) dans R([a,b], E), car chaque membre de ces
égalités est fonction continue de f.

2.2 Primitives.

DEFINITION. Soit I un intervalle quelconque de R, et f : I — E une fonction réglée. On appelle
primitive de f sur I, toute fonction de la forme

xr—>C+/If(t)dt

ou C est un réel et xg un point de I.

Il est aisé de constater que deux primitives quelconques de f ne different que d’une constante. En effet
T T T1
C +/ ft)ydt—C" — / fydt=C -’ +/ f(t)dt.
xo T o
La derniere expression ci—dessus est une constante, puisqu’elle ne dépend pas de x.

x
La fonction z +— / f(t)dt est la seule primitive de f qui s’annule en .
xo

/ F(t)dt

sert a désigner une primitive quelconque de f. Cette expression n’est bien définie que modulo I'ajout d’une
fonction constante (si on est sur un intervalle ; en général elle n’est bien définie que modulo 'ajout d’une
fonction localement constante). Aussi, pour rappeler cette indétermination, note-t-on

L’expression

/ Ft)dt+C

une primitive de f, o C' désigne une constante indéterminée.

Il est immédiat que si F' est une primitive quelconque de f, on a

b
/ F(t)dt = F(b) — F(a).
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(Formule de Stockes). L’expression F(b)— F(a) est souvent notée [F' (x)]z, ou si une confusion est & craindre
[Pz,

r=a’

LEMME. Toute primitive F' de la fonction réglée et bornée f sur I est || f||-lipschitzienne sur I (donc en
particulier continue).

Ceci résulte immédiatement de

F@»—Fum=]

/"ﬂwwH<w—xmem

LEMME. Toute primitive F de la fonction réglée f est dérivable en tout point de I en lequel f est continue,
et en un tel point xg, on a F'(x¢) = f(zo).

En effet, on a

/xj f(e)dt — /;: f(:z:o)dtH

Aﬁﬂﬂ—f@wmﬂ

1
|z — o]
1

|z — o]

Soit € > 0. On a un n > 0 tel que || f(t) — f(zo)]| < e dés que |t — x| < n. Alors, pour |z — zo| < 7, la
derniére expression ci-dessus est majorée par €. O

Remarque : Une primitive n’est donc pas nécessairement une fonction dérivable partout. Penser par
exemple & une primitive de fonction en escalier. Toutefois, elle est continue partout.

En particulier, si f est continue en tout point de I, alors une primitive quelconque de f est dérivable
en tout point de I, et sa dérivée est f. Voici la réciproque de cette assertion.

LEMME. Si F est continuement dérivable sur I, alors elle est une primitive de sa dérivée.

En effet, soit 29 un point de I. La dérivée de (notez que la continuité de F’ implique que I'intégrale a
un sens)

z— g(x) = F(z) — /w F'(t)dt

0

est  — F'(z) — F'(x), et est donc nulle. Il en résulte que g est une fonction constante (théoreme des

accroissements finis), et que F(z) est de la forme C + / F'(t)dt. O
o

2.3 Techniques de calcul.

Le dernier lemme nous donne bon nombre de primitives, puisqu’il suffit de lire & I’envers une table de
dérivées, pour avoir une table de primitives.

Par exemple,

/7T sin(z)dz = [— cos(z)] = 2.
0

On retiendra en particulier les primitives suivantes.

dz dz . dx
/m = Arc tg(z) + C / i = Arc sin(z) + C / Nipw = Arg sh(z) +C

La regle de dérivation d'un produit (f(z)g(z))" = f'(x)g(x) + f(z)g'(x) nous donne :

b b
[ rogwd= gl - [ rog o
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(intégration par parties). Noter que f et g sont supposées étre & valeurs dans une algebre de Banach (qui
peut étre R), pour que le produit ait un sens.

Soit f : [¢,d] — E une application continue, et soit F' une primitive de f. Comme f est continue, f est
la dérivée de F en tout point. La régle de dérivation des fonctions composées (F(o(x))) = o' (z)f(p(z))
nous donne :

b
F(p(b) = F(p(a)) :/ ' (8)f(p(t))dt.

d
Si ¢ : [a,b] — [c,d] envoie a sur ¢ et b sur d, on a alors F(¢(b)) — F(p(a)) = / f(t)dt, ce qui donne la

formule dite de “changement de variable” suivante :
d b
[ stwie= [ seme

En pratique, cette formule s’utilise en faisant la cuisine suivante. Posons t = ¢(u), alors dt = ¢’ (u)du,
et quand ¢ varie de ¢ & d, u varie de a & b. La substitution de ¢(u) & ¢ donne donc :

d b
/f@a:/ﬂww¢wm.

b
Nous n’avons pas donné de sens a l’expression dt dans I’expression / f(#)dt qui a un sens global.
a
Exemples d’utilisation des deux méthodes ci-dessus.
a a 1
/ In(z)dz = [zIn(z)]] — / r—dz
1 1 X

(intégration par parties)
aln(a) —a+1

1 3
1—22dx = / 1 — sin?(t) cos(t)dt
Aw "y (1) cos(t)

(en posant x = sin(t), on a dx = cos(t)dt)

™

= /2 cos?(t)dt
0

(car cos(t) > 0 entre O et g)

_ % /O * (cos(2t) + 1)t

2.4 Majoration des intégrales.

La majoration des intégrales se fait essentiellement avec les formules

/ab f(t)dt /ab f(t)dt|| < /ab £ () dt.

<(@-a)lfl ‘
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/ab F(t)dt + /b F(t)dt = /acf(t)dt

est aussi souvent utile en combinaison avec ['une des précédentes, par exemple pour montrer (sans utiliser
de primitive) que
1
/ z"dx
0

tend vers 0 quand n tend vers 'infini. Soit en effet ¢ > 0, alors

1 1—¢ 1
/ " dx :/ x”dw—i—/ z"dx
0 0 1—¢

La premiére intégrale se majore par sup z", c’est-a-dire par (1—¢)", qui tend vers 0 quand n tend vers
0<z<Ll—¢
I'infini, et la deuxiéme se majore par . Le découpage en deux parties était ici nécessaire, car la formule

La relation de Chasles

1
de majoration appliquée a / 2" dx ne donne qu’une majoration par 1.
0

Une méthode tres utilisée consiste a majorer 'intégrale par une autre intégrale qu’on sait calculer.
La premiére et la seconde “formule de la moyenne” sont aussi souvent utiles pour majorer des intégrales.

LEMME. (Premiére formule de la moyenne) Si f et g sont réglées sur [a,b], f a valeurs dans R, et g a
valeurs dans un espace de Banach E, et si f a un signe constant sur [a,b], alors

b b
/ F()gt)dt = ( / f(t)dt> Ky,

ot Ky 4 est dans 'adhérence de I'enveloppe convexe de I'image de g.

On peut supposer que f est non nulle en au moins 'un des points ou elle est continue, sinon les deux
intégrales sont nulles, et le résultat est trivial. Dans ces conditions, I'intégrale du membre de droite ne
peut pas étre nulle.

Si f et g sont des fonctions en escalier, le quotient :

K, = Ju T Dott)dt

12 p(tyat

représente le barycentre d’une famille finie de points de 'image de g, avec des poids qui sont tous de méme
signe. Ce quotient est donc dans ’enveloppe convexe de I'image de g. Par ailleurs, le numérateur et le
dénominateur sont des fonctions continues des f et g, ce qui donne le résultat. O

LEMME. (Seconde formule de la moyenne) Si f et g sont réglées sur [a, b], toutes deux a valeurs dans R,
et si f est positive et décroissante (au sens large) sur [a, b], alors

b c
/ gyt = f(a) / olt)dt

avec ¢ € [a, b].

x

Quitte a multiplier f par une constante, on peut supposer que f(a) = 1. Posons G(z) = / g(t)dt.

a
Alors, G est continue sur [a,b], donc bornée, et prend toute valeur comprise entre ses bornes. De plus
G(a) = 0. On notera respectivement m et M les bornes inférieure et supérieure de G sur [a,b]. Comme G
est continue, il nous suffit de prouver que

m < /b f)g(t)dt < M.
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Supposons d’abord g en escalier. On a donc une suite rg < 1 < -+ < Ty, avec g = a, T, = b et g
constante égale & g; sur chaque intervalle |x;_1,2;[ (pour 1 <i < n).
1 i
Posons p; = —— / f(t)dt. Alors, d’apres les hypotheses et la premiere formule de la moyenne,
Ti = Ti-1 Ja;_,

on a
fla)=1>p1 > po > -+ > p, > 0.

De plus G(z;) — G(z;—1) = gi(x; — ¢;—1). On a donc

b n T;
[ rogwie = o [ s

= Y (G@:) = Glai))m

i=1

(2_: Glai)(pi — Ui-l—l)) + G(n) i
i=0

avec la convention que pg = 1 (notez que G(xg) = 0).

Comme G est une fonction affine par morceaux, elle atteint nécessairement ses bornes en des points
de la suite xq...xz,.
n—1

Or l’expression (Z G(x;) (s —ui+1)> + G(xn)pn est un barycentre a coefficients positifs des
=0
G(z9)...G(xn) (la somme des coefficients vaut o = 1). Elle représente donc un réel compris entre
les bornes de G.
Supposons maintenant que g est une fonction réglée quelconque. Soit € > 0, et soit h une fonction en
xr

escalier telle que ||g — h|| < e. Posons H(x) = / h(t)dt. On notera encore m et M les bornes de H sur

a
b

[a,b]. On vient de voir que / f(®)h(t)dt est entre les bornes de H. Par ailleurs, pour tout x de [a, b], on
a|H(z) — G(x)] < (b—a)e. Comme on a aussi

b b
/mmww/ﬂMWﬁ

< (b - a)57

b
on voit qu’a 2(b— a)e pres, / f(t)g(t)dt se situe entre les bornes de G. Comme ¢ est arbitraire, le lemme
est démontré. O ‘

Exercice : Dans une galerie de mine rectiligne, il y a deux voies ferrées paralleles sur chacune desquelles
roule un wagonnet télécommandé. Les deux wagonnets regoivent les ordres sur la méme fréquence et sont
donc sensés avoir les mémes mouvements. Ces ordres consistent uniquement en un réglage de la vitesse
qui peut étre positive ou négative (marche arriere). On fait partir les deux wagonnets d’'un méme point
de la galerie. Le deuxieme wagonnet a une transmission qui patine, et ce de plus en plus au cours de la
manceuvre. Démontrer que le second wagonnet ne saurait atteindre un point de la galerie ou le premier
wagonnet ne soit déja passé.

2.5 Application aux nombres complexes.

THEOREME. L’application exponentielle de C vers C* est surjective.

Soit D le complémentaire de I’ensemble des réels négatifs ou nuls dans C, et soit z € D. Alors le
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segment joignant 1 & z est dans D. Pour a € [0, 1], posons (on remarquera que t+ (1 —t)z ne s’anulle pas)

@ 1-z
g(a) = /0 mdt.

En dérivant, on obtient :
1-2

g'(e) = a+(l—a)z’

Posons h(a) = e 9 (a + (1 — a)z). Alors, h'(a) = —¢'(a)e 9D (a + (1 —a)z) + e 99 (1 - 2) = 0. En
conséquence, h(0) = h(1), et z = h(0) = h(1) = 79D,

Il reste & traiter le cas des réels strictement négatifs. On a —1 = 42, donc —1 est dans l'image de
I’application exponentielle. Comme tous les réels positifs y sont aussi, tous les réels négatifs y sont. O

Comme conséquence, on voit que pour tout entier k > 1, tout complexe z & au moins une racine k'™,

u k
En effet, il suffit d’écrire z = e“, et on a (e?) = z.

THEOREME. (Théoréme de d’Alembert) Tout polynéme non constant a coefficients complexes a au moins
une racine complexe.

Comme | P(z)| tend vers l'infini quand z tend vers 'infini, 'image de z — |P(z)| est fermée. En effet, si
y est un point adhérent & I'image de cette application, il est la limite d’une suite de la forme (|P(z,)|)nen-
L’hypothese implique que la suite (z,) ne peut pas avoir de sous—suite tendant vers U'infini. Elle est donc
bornée, et a un point d’accumulation -y qui vérifie nécessairement |P(7y)| = y. On voit donc que la fonction
z — |P(2)] doit atteindre son minimum en un point zo de C. Si P(z) est sans racine, on a nécessairement
P(zy) # 0, et considérons le polynéme
P(z+ 2p)

P(Zo)

|Q(z)| atteint son minimum en 0 et celui-ci vaut 1. On peut donc écrire

Q(z) =1—az"(1+¢(2))

Q(z) =

ou £(z) tend vers 0 quand z tend vers 0, a # 0 et k > 1.

Comme a peut s’écrire b*, on a

Qz)=1- (bz)k(l +e(2)).

1
Soit u réel positif, tel que |5(%)| <3 alors

IA
—=
\

N
T
+
=
T
N | =

k
u
< 1—-uF+—
< ut +
k
< 1=
= 2
< 1

ce qui est contradictoire. O

2.6 Primitives des fractions rationnelles.

P(x)
Q(x)

On appelle fraction rationnelle un quotient de deux polyndmes

. Nous supposerons ici que les

coefficients de ces polynomes sont réels.
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Les fractions rationnelles des types suivants sont appelées des éléments simples

a ar +b
(z—b" (P +pr+q”

ol a, b, p et ¢ sont des réels, n un entier au moins égal & 1, et ot le trinéme 22 + pz + g n’a pas de racine
réelle. Les éléments simples ci-dessus sont qualifiés respectivement d’élément simple de premiére espéce et
d’élément simple de deuxiéme espéce.

Voici des exemples d’éléments simples.

1 1 1 2z +1
x—1 (x—2)3 1+ 2?2 (14 2+ 22)?

Le calcul des primitives des éléments simples de premiere espéce ne pose pas de probleme particulier.

/ @z —b) +C

x—b

[ o= e vmar = g O ownz2)

Pour les éléments simpes de deuxieme espéce, le changement de variable

2z +p
Vg —p?
(on remarquera que 4q — p? est positif, car le trinome n’a pas de racine réelle), nous ramene & une intégrale

de la forme
‘/(ay+ﬁ%dy
(L+y2)m

On est donc ramené au calcul des deux intégrales suivantes

du
La deuxiéme se calcule en posant u = y2, ce qui donne du = 2ydy, et rameéne au calcul de /

(L+u)m

Pour calculer la premiere, remarquons qu’une intégration par parties donne

/ﬂf;wzhréwj+%/uf?%¥

Le dernier terme du membre de droite peut étre remplacé par

QH/L_Qn/diy
Ay 2 Ty

ce qui résoud le probleme par récurrence, sachant que

dy
/ Tr Arc tg(y) + C.

P(z)
Q(z)
le dénominateur en facteurs irréductibles (ceci est toujours théoriquement possible, mais ce résultat n’est
pas effectif). Ces derniers ne peuvent étre que de degré 1 ou 2, et donc de 'une des formes (z — b) ou

(22 + pz + q), ol ce dernier trindme n’a pas de racine réelle.

une fraction rationnelle quelconque. Supposons que nous sachions décomposer

Soit maintenant
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LEMME. Toute fraction rationnelle est décomposable en la somme d’un polynoéme et d’éléments simples.

P(z)
Q(z)
irréductibles distincts, alors Q(z) est de I'une des formes (z — b)" ou (z2 + px + ¢)". Toutefois la fraction
rationnelle n’est peut étre pas un élément simple, car le degré de P(x) reste quelconque.

Soit

une fraction rationnelle. Si la décomposition de @Q(x) ne contient pas deux facteurs

Pour faire baisser le degré de P(z), il suffit d’effectuer la division euclidienne (ce qui est possible, car
R est un corps) de P(z) par le facteur irréductible de Q(z). On a alors, pour Q(x) = I(z)", ou I(x) est
(x —b) ou (® + pz +q),
P(x) = I(z)P'(x) + R(x)
ou le degré de R(x) est strictement inférieur & celui de I(x).

Mais alors,
Pla) _ Plz) | R
Qz) I(x)*~' " Qz)
et le probleme est résolu par récurrence. Notez que c’est cette opération qui introduit des polynémes,
lorsque n = 1.

Supposons maintenant que Q(z) ait au moins deux facteurs irréductibles non identiques. Alors, Q(z)
peut s’écrire A(z)B(z), ou A(x) et B(x) sont premiers entre eux. L’identité de Bezout, nous donne

1 = A(2)U() + B(2)V (a),

et 'on a
' P(x) _ P(z)A(x)U(x) + P(x)B(x)V(x) _ Px)U(z) P(x)V(x)
Q(z) A(z)B(z) B(z) Az)

ce qui démontre le lemme par récurrence. O

Ceci résoud en principe le probleme de la recherche des primitives pour une fraction rationnelle quel-
conque. Le seul obstacle pratique est la non effectivité de la décomposition du dénominateur en facteurs
irréductibles.

Bien que la démonstration ci-dessus soit constructive, il peut étre interressant de décomposer une frac-
tion rationnelle en éléments simples par la méthode d’identification, qui consiste a écrire la décomposition
avec des coefficients indéterminés, et a calculer ces derniers en réduisant au méme dénominateur. Notez
que les dénominateurs des éléments simples de la décomposition sont nécessairement des diviseurs du
dénominateur de la fraction rationnelle, comme cela résulte de la preuve ci-dessus.

Exercices

Soit f une fonction réglée sur [a,b]. Trouver la limite de

b
/ f(x) cos(nx)dx

quand n tend vers 'infini.

Soient a@ > 0 et > 0 deux réels, tels que o + 3 = 1. Soit xg un réel. On considére les deux
fonctions :
T p(x) = 2P et x = Y(x) = ae® + fe°

a) Montrer que ¢ et ¢ prennent la méme valeur en .

b) Montrer que pour x > xg, ¢(x) < ¥ (z).
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c¢) En déduire que si x et y sont deux réels quelconques, on a

e®ePY < qe® + el

1 1
Soient p et q deux entiers positifs, tels que — + — = 1. Soient f et g deux fonction réglées définies sur
p q
Pintervalle [a,b] (a < b).

d) Montrer que si f et g ne prennent que des valeurs strictement positives, et si :

faypde = [ gleyide =1
/ /

alors : ,
[ H@gtwyiz <1,

() w(2)
(Poser f(x) = e v et g(z) = e« , en justifiant que cela est possible.)

e) Montrer que si f et g ne prennent que des valeurs strictement positives, on a :
1 1
b b P b q
| @lgtois < ( / f(w)pdw> ( / g<w>‘1dx> .
a a a

On note S' l’ensemble des nombres complexes de module 1. Soit f : [0,271] — S' une application

dérivable. On pose
_ [ =)
ilu) = / @) ™

a) On pose g(u) = e_h(“)f(u). Montrer que la fonction g est constante.
b) En déduire que si f(0) = f(27),
i 27 f/(x)d

est un élément de Z.

Si ¢ est une application de S' dans S, telle que z — f(z) = (&) soit dérivable (c’est une fonction de R

o L2 (@)
vers S"), lentier 2i7r/0 )

¢) Calculer le degré de I’application de S* dans S*, définie par

dzx sera noté d°(yp), et appelé le degré de .

z— 2",

ou n est un entier relatif quelconque.
On dit qu’une application ¢ de S" vers S est équivariante, si elle satisfait p(—z) = —¢(z) pour tout z de S'.
d) Montrer que si ¢ est équivariante, son degré est impair.

Soit S? la sphere unité de R3, c’est—a—dire I’ensemble des vecteurs de norme 1 dans RB, ou il est entendu
que la norme est la norme euclidienne. On considére une application F de classe C' de S* vers C (c’est—a—dire la
restriction & S d’une application dérivable définie sur un voisinage de S? dans R3). On suppose que pour tout x
de %, on a F(x) # F(—x). On pose

F(z) — F(-=)

F
) = F@) — F(—a)
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e) Montrer que ® est dérivable, qu'elle envoie S? dans S, et quelle est équivariante (c’est—a-dire
qu’elle vérifie ®(—z) = —®(z) pour tout x de S?).

On envoie le “rectangle” [0, 27] x [0, g} dans R? par Dapplication E suivante
(z,t) e (cos(z) cos(t), sin(z) cos(t), sin(t)).

Il est clair que cette application est de classe Cl, et qu’elle prend ses valeurs dans S2.

f) Pour tout ¢ € [0, g}, on consideére I'application f; de [0,27] vers S définie par

z & F(E(x,1)).

s
Montrer que pour tout t € [0, 5], I’intégrale

RAC))

0 ft(ﬂT)dw

est nulle.

g) Démontrer que pour toute application F' de classe C! de S% dans R?, il existe un z de S? tel que
F(z) = F(—x).

h) Etendre le resultat de la question précédente au cas ot F' est seulement continue.

i) Montrer que toute involution continue de R? a un point fixe.

3 Intégrales généralisées.

b
Jusqu’a maintenant, nous n’avons parlé que d’intégrales de la forme / f@)dt, ou la fonction f est

a
réglée sur [a,b] (donc en particulier bornée). Nous allons maintenant généraliser la notion d’intégrale a
des intervalles non compacts.

3.1 Convergence et critere de Cauchy.

DEFINITION. Si f est une fonction réglée, & valeurs dans un espace de Banach E, et définie sur un
intervalle I quelconque (non nécessairement borné ni fermé), de borne inférieure o et de borne supérieure
B (a ou B peut étre +00), nous dirons que f est intégrable sur I, s’il existe un réel | tel que

/C -1

/If(t)dt ou /jf(t)dt.

On dit aussi que 'intégrale / f(t)dt est convergente. Dans le cas contraire, on dit qu’elle est divergente.
I

Ve > 0 3[a,b] C I V[e,d] C I ([a,b] C [c,d]) = <e

Si tel est le cas, | est noté

Elle n’a alors pas de sens.’

LCe vocabulaire désuet, mais qu’on conserve par tradition, montre la confusion qu'on peut facilement faire entre le
signifiant (I’écriture de l'intégrale) et le signifié (la valeur de I'intégrale). Il est clair que le mot divergente ne saurait s’appliquer
au signifié. Le sens du mot intégrale est donc ici différent de celui qu’il a par exemple dans la phrase : “L’intégrale ci—dessus
est nulle.”
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On remarquera la similitude entre cette définition et celle de la limite d’une suite. Dans la définition
ci-dessus, les intervalles compacts de I tiennent un role analogue a celui des entiers dans le cas des limites

b
de suites. En quelque sorte /f(t)dt est la limite de / f(#)dt lorsque “[a,b] tend vers I”.
I a

LEMME. (Critére de Cauchy pour les intégrales) La convergence de 'intégrale

/1 F(t)dt

est équivalente a

< E.

/Cdf(t)dt

Comme on le remarquera, cette caractérisation des intégrales convergentes ne fait pas mention de la

Ve > 0 F[a,b] C I V[e,d] C I (Ja,b[N]e,d[=¢) = ‘

limite [ = / f(t)dt, de méme que le critere de Cauchy pour les suites ne fait pas mention de la limite de
I
la suite.

Il est clair que si I'intégrale est convergente, le critere de cauchy est satisfait. Réciproquement, prenons
une suite d’intervalles compacts
[a1,b1] C -+ C [an,bp] C ...
bn
tels que I = U [@r, by]. Alors I'hypothése montre que la suite de réels ( ft)dt)pen est une suite de

neN An
Cauchy, qui admet donc une limite [. On montre facilement que cette limite est la valeur de 'intégrale. O

La convergence de I'intégrale / f(t)dt est équivalente & U'existence des deux limites (o g est un point
I
quelconque de I)
Zxo b
lim f(t)dt lim f(®)dt

a—a [, b—( Zo

comme on peut facilement le vérifier a l'aide du critere de Cauchy.

1
Exemple : La fonction  — —= est réglée (car continue) sur I'intervalle ouvert |0, 1[. On a

Jz

bd:z:_ b B
| =2 el = 2vh - va.

Quand a tend vers 0 et b tend vers 1, I’expression ci-dessus a une limite égale & 2. On a donc

/ bde _s
o VT o
Une autre situation est celle ou Uintervalle d’intégration n’est pas borné. Par exemple, la fonction

1
A est réglée (car continue) sur R tout entier. On a
x

b
dx
/a = = [Are tg(e)]] = Are tg(b) — Arc tg(o).

Quand a tend vers —oo, et b vers 400, cette expression tend vers 7, et on a

/+°° dx
=T.
oo 1422




Intégrale Simple. 17

Si l'intégrale généralisée / |f(t)|dt est convergente, on dit que lintégrale généralisée / ft)dt est

absolument convergente. La convergence absolue entraine la convergence (ceci résulte facilement du critere
de Cauchy pour les intégrales), mais la réciproque est fausse. Par exemple, on peut prouver que 'intégrale

+°° sin(t)d : ) L
est convergente, mais non absolument convergente. Pour cela, nous aurons besoin du critere
0

suivant.

3.2 Critere d’Abel.

LEMME. (Critére d’Abel de convergence des intégrales généralisées) Si les fonctions réglées g et h (a
valeurs dans R) définies sur I = [A, +o0l, sont telles que

1. il existe une constante K, telle que pour tout intervalle compact [a,b] contenu dans I, on ait

/a " o0yt

2. la fonction h est positive, décroissante (au sens large) et tend vers 0 quand t tend vers 'infini,

/  ht)g(t)dt
A

Soit € > 0. Soit B > A, assez grand pour que |h(t)| < &, dés que ¢ > B. Soit [c, d] un intervalle compact
contenu dans | B, +ool. Alors la seconde formule de la moyenne donne

d d’
/ h(t)g(t)dt = h(c) / o(t)dt

pour un certain d’ entre c et d. On en déduit immédiatement que

<K,

alors I'intégrale généralisée

est convergente.

t)dt| < Ke. O

sin(t)dt
t

+oo
Le critere d’Abel montre immédiatement la convergence de 'intégrale / (en prenant h(t) =
0

1
. et g(t) = sin(t)). Par contre,

/(kﬂ)rr [sin(t)|dt > ! /(HwT in(t)|dt > 2
1n —_—_.
i t =kt )7 S ® =+ D

vy

+oo
sin(t)|dt
Comme la série harmonique est divergente, ceci montre que l'intégrale / & est divergente.
0

sin(t)dt

+oo
Nons calculerons plus loin la valeur de l'intégrale / ;
0

Exercices

a) Calculer (si elles existent) les intégrales suivantes :

< 1 o 1
/ dt / Arc tg —dt
, 1—t2 . t




18 Intégrale Simple.

b) Etudier 'existence des intégrales suivantes :
oo sin(t) o)
/ C at / sin(t2)dt
1 t 1

Soient m et n deux entiers, tels que 0 < m < n. Montrer, en décomposant la fraction en éléments

simples, que
“+o0 m—1
x T
/ dx = — .
0o l+an n sin( %)

4 Intégrales dépendant d’un parametre.

4.1 Cas d’un intervalle compact.

Soit I un intervalle ouvert de R, [a,b] un intervalle compact de R, et f : I x [a,b] — F une fonction
continue, ou F' est un espace de Banach. La fonction de I vers F' définie par :

b
X / flz,t)dt

b
est appelée une fonction définie par une intégrale. L’expression / f(x, t)dt est aussi appelée une intégrale
a
dépendant d’un paramétre (le parametre ici est z).

Notez que l'intégrale ci-dessus a un sens, puisque pour tout x de I, la fonction ¢t — f(x,t) est continue
sur [a, b].

On appelle “currifiée de f” V'application ¢ : I — C([a,b],F) de I vers l'espace des applications
continues de [a, b] vers F', définie par I'une quelconque des formules suivantes, qui sont équivalentes :

P(@)(t) = f(z,1) P(x) =t— f(z,1) b=z (t— f(z,1))

On notera que [a,b] étant compact, L’espace vectoriel réel C([a,b], F') est un espace de Banach quand on
le munit de la norme de la convergence uniforme.

LEMME. 1 est continue.

Il s’agit de prouver que, pour tout xg € I :

Ves0 n>0 Vaer [ = zo| <= [[¢(x) = ¢(zo)]| <e

Soit £ > 0. Comme f est continue, on a pour chaque point ¢ de [a, b], un n; > 0, et un voisinage ouvert
V; de t dans [a, b], tels que pour tous = € I et t' € [a,b] :

|z —zo| <me At €Vi= || f(z,t') — f(zo,t)]| <e/2.

La famille d’ouverts (V;)¢c[a,p) TecOuvre [a,b]. Il en est donc de méme d’une sous—famille finie V;,,...,V;
de cette famille. Posons 7 = inf(#;,,...,7:,). On a n > 0. Il nous reste & prouver que :

P

Vaer & — ol <n = [[¢(x) — (o)l <,

c’est a dire que :
Veer |2 —xo| <0 = Vigpap [[U(2)(t) — (o) ()] <e.
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Soit donc x € I, tel que |z — x| < n et soit t € [a,b]. Il reste & prouver que | f(z,t) — f(zo,t)|| < e. 1l
existe un ¢; (1 <i < p), tel que ¢t € V;,. On a donc ||f(x,t) — f(xo,t;)|| < £/2. Pour la méme raison on a
aussi || f(xo,t) — f(xo,t:)|| < /2, puisque |zg — 29| = 0 < 1. Donc :

1f(z,t) = flzo, DI < I f (2, 8) = f(@o, ta)|| + || f (20, ti) — flzo, )| <e/2+¢e/2=¢€.O

COROLLAIRE. Soit I un intervalle ouvert de R, [a,b] un intervalle compact de R, et f : I x [a,b] — F
une fonction continue, ou F' est un espace de Banach. La fonction de I vers F définie par :

b
X / flx, t)dt
a
est continue sur I.

En effet, c’est la composée de la currifiée de f, qui est continue d’apres le lemme précédent, avec
l'intégrale sur [a, b] qui est elle-méme continue. O

LEMME. (Dérivée d’une currifiée) Si I est un intervalle ouvert de R, [a, b] un intervalle compact de R, F un
espace de Banach, f : I x [a,b] — F une application continue, dont la dérivée partielle D1 (f) par rapport
a la premiére variable (celle qui appartient & I ) existe et est continue, alors la currifiée ¢ : I — C([a, b], F')
de f est dérivable, et sa dérivée en x € I, ¢'(x) € C([a,b], F') est donnée par :

U'(x) =t = Di(f)(,1).

Par définition, D (f)(z,t) est la dérivée en = de la fonction composée f o ay, ou ay est définie par
ai(x) = (z,t), c’est a dire D1(f)(z,t) = (f o o)’ ().

La seule chose qu’on ait a prouver est que :
Yz +h) — (=)
h

tend vers 0, quand h tend vers 0. Cette expression est égale a :

t— fl+ h’tf)b —f@t) (foay)(x).

—(t= (fom)(z))

Soit € > 0. Il s’agit de trouver n > 0, tel que :

<= o EERAZIED - roya)

< E.

La norme sur les fonctions continues de [a, b] vers F étant celle de la convergence uniforme, cette derniére
implication est équivalente a :

h,t) — t
|h] <np= sup fatht) = flzt) —(foa)(z)| <e.
t€la,b] h
h,t) — t
La question essentielle est donc de majorer I’expression Hf(l"‘F ’f)L f@t) (foay) (2)|| d’une

maniere indépendante de t. Or cette expression n’est autre que :

|(foeies ) =oate) _ ;0

Comme f o oy est par hypothese dérivable en z, I'expression :

’Ya:,t(h) — (ant)(x_Fh’Z_ (fo&t)(x) _ (fOOét)/(Z‘),
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tend vers 0 quand h tend vers 0, le point délicat étant que 7, .(h) dépend de ¢. Si ce n’était pas le cas, la
démonstration serait finie ici.

On a:

hai(h) = (foa)(@+h)—(foa)(@)—h(fow) (z)
[(f o au)(@+h) — h(f o o) (z)] = [(f 0 ae)(x) — O(f 0 cvt)' ()]
= ﬁt(h) - ﬂt(o),

olt on a posé B(h) = (f oay)(z + h) — h(f o ;) (x). On a donc :

Yo (h) = M_

Pour chaque t € [a, b], la fonction (3 est dérivable sur un voisinage de 0 dans E, puisque pour h assez
petit, = + h appartient a I (I est ouvert). Sa dérivée en h est :

(B)'(h) = (f o ar)'(x + 1) = (f o o) (2).

Par hypothese, la fonction (x,t) — (f o ay)’(x) est continue sur I x [a, b]. 1l résulte du lemme précédent
que sa currifiée z — (t — (f o o)’ () est continue sur I, et donc que la fonction :

hi= (t— (8e)'(h))

est continue sur un voisinage de 0 dans R. Or, cette derniére fonction vaut 0 (le 0 de 'espace de Banach
C([a,b],F)) en 0 (le 0 de R). Il existe donc i > 0, tel que :

7| <n = Ve [1(8) (W) <e.
Le théoreme des accroissements finis nous montre donc que :

Be(h) — B:(0)

h H<E,

|hl <0 = Viclay) ‘

c’est a dire :
Al <m=|lt = vee(h)|| <e. O

COROLLAIRE. (Régle de Leibnitz) Soit I un intervalle ouvert de R, [a,b] un intervalle compact de R, F'

un espace de Banach, et f : I x [a,b] — F une fonction continue, ayant une dérivée partielle Dy f par
rapport & la premiére variable, continue sur I x [a,b]. Alors, la fonction 6 définie par :

b
H(x)z/ f(z, t)dt

est dérivable sur I et sa dérivée en un point x de I est donnée par :
b
0@)= [ Da()(w. i

b
On a 0 = J o), o 9 est la currifiée de f, et ot J(p) = / @(t)dt, pour toute ¢ € C([a,b], F). On sait

a
par le lemme précédent que ¥ est dérivable. Par ailleurs, J est dérivable, puisque c’est une application
linéaire continue (on a d’ailleurs ||J|| = |b — a). Il en résulte que 0 est dérivable, et que

0 (2) = I(/(z)) = / Dy(f)(z, t)dt. O
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THEOREME. (Théoréme de Fubini) Pour f continue sur [c,d] X [a,b] (& valeurs dans un espace de Banach

E), on a
/cd </abf(ac,t)dt> dzx = /ab (/jf(x,t)dx) dt.
o= ( /jf(s,@dt) i [ ([ sss)

Alors, p(c) = 0, et la reégle de Leibnitz donne ¢’(x) = 0 pour tout z. On a donc ¢(d) = 0. O

Posons

4.2 Cas d’un intervalle non compact.

Nous allons étendre les résultats de la section précédente aux intégrales généralisées. On a essentielle-
ment les mémes théoremes, avec pour seule différence une hypotheése supplémentaire sur la convergence
des intégrales.

Dans toute cette section, f désigne une fonction continue f : I x J — F, ou I est un intervalle
quelconque de R, J un intervalle de R (non nécessairement compact), et F' un espace de Banach.
Rappelons que la convergence (pour tout x) de I'intégrale / f(x,t)dt est définie par 'existence d’une

J
fonction z — I(x) de I vers F (valeur de cette intégrale pour & donné), telle que :

<E.

d
/ fz, t)dt — (x)

Veer Ves0 Japics Yieacs ([a,b] C e d]) = |

On remarquera que U'intervalle [a,b], qui dépend bien siir de e, dépend aussi de z. Si Pon exige que
[a,b] ne dépende que de €, et non plus de z, on obtient un notion plus forte que la “convergence pour tout
z”, que 'on appelle la “convergence uniforme sur I”, et qui s’énonce ainsi :

V€>0 E|[a,b]CJ va:GU v[c,d]CJ ([avb] c [Cﬂ d]) = <E.

d
| v - @)

Cette condition est équivalente au critére de Cauchy uniforme pour les intégrales, que voici :

/Cd flz,t)dt

< €.

V6>0 3[a,b]CJ v:z:EI v[c,d]CJ (]avb[m]cvd[: ¢) = ‘

Remarque : Pour prouver qu’une intégrale / f(z,t)dt est uniformément convergente sur I, il suffit de

J
trouver une fonction g : I — R, intégrable sur I, telle que V,cr Vics [|f(t,2)] < g(¢). On dit alors que
Iintégrale converge uniformément par domination.

THEOREME. Si 'intégrale / f(z,t)dt est uniformément convergente sur I, alors la fonction :
J

x = / flx,t)dt
J
est continue sur 1.

Soit € > 0, et xo € I. Pour tout intervalle compact [a, b] assez grand contenu dans J, et pour tout x

dans I, on a
b
, t)dt — ,t)d
H/Jf(xt)t /Qf(:ct)t

<e.
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Par ailleurs, les résultats obtenus dans la section précédente montrent qu’il existe un n > 0, tel que
pour |z — zg| < 7, on ait

<e.

/ab P t)dt — /ab (o, t)dt

La combinaison de ces deux inégalités, la premiere étant utilisée en x et en x(, donne le résultat. O

THEOREME. Soit f: I x J — F une application continue, telle que (z,t) — D1(f)(z,t) soit définie et
continue sur I x J, et que les intégrales :

/J f@bdt et /, Di(f) (s )t

soient uniformément convergentes sur I. Alors la fonction g définie par :

x / flx, t)dt
J
est dérivable sur I et a pour dérivée
T / Dy (f)(x, t)dt.
J
(régle de Leibnitz).

Soit = un point de I, et soit € > 0. Il s’agit de trouver un 7 > 0, tel que pour tout h tel que |h| < n,

on ait : HW _ /JDI(f)(x,t)dt” <e.

Comme l'integrale / D1(f)(x,t)dt est uniformément convergente sur I, on a un intervalle [a,b] ne

J
dépendant pas de x et inclus dans I, tel que :

Par ailleurs, w n’est autre que / fat h’t]i —f@,t) dt, et on a :
J

En effet, pour montrer cette inégalité, il suffit de montrer que pour tout intervalle [c,d] disjoint de
[a, b], et contenu dans J, on a :

d
La fonction u +— / f(z 4+ uh,t)dt est continue et dérivable sur un intervalle ouvert contenant ’inter-

<e.

/Dl(f)(x,t)dt—/ D1(f) ()t
J a

<E.

f(z+h,t)— fz,t) U f(z+ h,t) — flz,t)
/, - dt —/a - dt

<e.

d
[ Lt~ s,

valle [0,1]. Sa dérivée en u est égale & :

d
h/ D1 (f)(x + uh, t)dt,

d
puisqu’elle est la composée des fonctions v — x + uh et y — / f(y,t)dt.
c
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Cette dérivée, qui est continue, reste bornée sur lintervalle [0,1]. On a donc, par le théoréme des
accroissements finis :

< |h| sup
u€(0,1]

d d
/ (Fla+ hyt) — f(a,0))dt / Di(f)(x + uh, t)dt

d
Or lintervalle [a, b] a justement été choisi tel que / D1 (f)(x,t)dt|| soit inférieur a e, deés que [c, d]
(&

est disjoint de [a, b], et ceci quelle que soit la valeur de x, ce qui vaut donc si on remplace x par z + uh.

Il nous reste donc simplement a trouver n > 0, tel que :

/af(x+h,t}1—f(:vvt)dt_/a Dy(f)(x, t)dt

pour |h| < 7. Or ceci résulte du théoreme de dérivation d’une intégrale sur un intervalle compact par
rapport a un parametre. O

<,

THEOREME. (Théoréme de Fubini) Soit f : I x [a, 8] — F une application continue, o1 I est un intervalle

quelconque de R, et F un espace de Banach. Si I'intégrale | f(t,z)dt est uniformément convergente pour
I

/j (/I f(t,x)dt) da = /I (/j f(t,x)dx) dt.

On procede comme précedemment, en considérant la fonction ¢ définie par :

o(u) = /: (/1 f(t,ac)dt) dx—/l(/: f(t,x)dq;) dt.

En dérivant ¢, on trouve :

x € [a, f], alors :

() = /f(t,u)dt - /f(t,u)dt 0.
I I
L’intégrale / f(t,u)dt étant uniformément convergente, cette dérivation est licite. ¢ est donc constante,
I
c’est—a—dire nulle. O
4.3 Un exemple.
Comme illustration des théorémes précédents, nous allons calculer la valeur de l'intégrale

+oo o
/ sin(¢) it
0 t

dont nous avons déja montré qu’elle est convergente.

Soit a un réel positif ou nul, et considérons l'intégrale :
+oo 3
sin(?
1, :/ e te ()dt.
0

t
sin(t)
t

Pour a = 0, il s’agit de 'intégrale a calculer. Comme

est de module inférieur & 1, 'intégrale ci—dessus

+oo
I, = / e todt,
0

est dominée par l'intégrale :
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qui est convergente si a > 0. Comme e~ '® est fonction décroissante de a, il en résulte que la convergence
de lintégrale I, est uniforme sur tout intervalle de la forme [e, +o00[, avec € > 0. I, est donc une fonction
continue de a sur ]0, +oo].

a — I, est aussi continue en 0. En effet, on a :

+o0 —ta
1—
/ 7esin(t)dt ,
0 t

) 1—eta ) . 1+ta)e ' —1
et la fonction t — — est décroissante. En effet, sa dérivée est ¢ — %

reste négative pour tout ¢ > 0, il suffit de montrer que (1+ta)e " reste plus petit que 1, c’est-a-dire que

(ta)? 2

21 +....

|IO _Ial =

. Pour voir qu’elle

1+ ta < €. Or ceci est clair pour ¢ et a positifs, puisque e'* = 1 + ta +

—ta

. . € L. N
Par ailleurs, la fonction t +— — est positive, et tend vers a quand t tend vers 0. La deuxieme

formule de la moyenne donne donc, pour tout réel positif A, un réel B entre 0 et A, tel que :
A e ta . B .
——sin(¢)dt sin(t)dt
0 t 0

On a donc |Iy — I,| < 2a, ce qui montre la continuité de a — I, en 0.

=a §2a

Par ailleurs, on peut calculer I, pour a > 0. En effet, en appliquant la regle de Leibnitz a I,,, on obtient
I'intégrale :

+o00
Il = —/ e ' sin(t)dt,
0

qui est uniformément convergente (car dominée) sur tout intervalle de la forme [g, +00[, avec € > 0. I/, est
donc bien la dérivée de I, par rapport a a, pour a > 0.

+oo
Cette intégrale est la partie imaginaire de — / e el dt, qui se calcule facilement. On trouve que
0

-1

I = T5 a2 d’ott on déduit que I, = —Arc tg(a) + C, pour une certaine constante C. Cette constante
a
T
est déterminée en faisant tendre a vers U'infini. En effet, I, tend alors vers 0, ce qui fait que C' = 5"
On a donc I, = —Arc tg(a) + g, ce qui donne, quand on fait tendre a vers 0 :
+oo s
t
/ sin(t) .
0 t 2
Exercices

+oo 22
Soit « > 0. On considére I'intégrale I, = / e = dt.
0

a) Montrer que la régle Leibnitz s’applique pour x €]a, +00o[, pour tout o > 0. (On pourra utiliser le

+oo
fait que / e dt = g (intégrale de Gauss).)
0

b) Calculer I,. (On justifiera toutes les étapes.)

2En fait 1 + u est inférieur & e* pour tout réel u (donc en particulier ta), car u — 1+ u a pour graphe la tangente en 0
au graphe de u — €%, qui est convexe.
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a) On considere les deux fonctions de x suivantes :

T 2 2 1 67x2(1+t2)
/(@) (/ c ) e

Dériver des deux fonctions, et calculer f(z) + g(x).

b) Chercher la limite de g(z) quand z tend vers +oo, et en déduire la valeur de I'intégrale de Gauss :

o0 2
/ et dt.
0

Soit a > 0. Démontrer en dérivant par rapport au parametre, et en utilisant l'intégrale de Gauss,

que
+oo o2
/ e cos(ax)dx = ?eT.
0

Soit a > 0. Démontrer en dérivant par rapport au parametre, et en utilisant 'intégrale de Gauss,
que

+oo —az?
1—
/ 672dm = 7ma.
0

xT

On pose pour z réel strictement positif :
o0
I(z) = / e T dt.
0

a) Montrer que cette intégrale est uniformément convergente pour x dans un intervalle compact de
10, +o0. (Traiter séparément les intégrales entre 0 et 1 et entre 1 et +00.) Que peut-on dire de la fonction
T sur ]0, +oo[ ?

b) Montrer que pour z > 0, on a :
Nz +1) =al(z) =1 I'(n)=(n—-1)!
(pour n entier positif).

1
c¢) Montrer que I'(x) est équivalent & — quand z tend vers 0.
x

d) Montrer que

1 .
r(1+7)=/ et dt.
0

x
(Faire le changement de variable ¢t = u®.)
e) Mountrer que
I'(

1
3)= VT

o0
On rappelle que e tdt
( ppelle q

0

5
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Solutions des exercices.

Section 2.

Soit € > 0. Comme la fonction f est réglée, il existe une fonction en escalier g définie sur [a, b],
telle que pour tout = de [a, b], on ait |f(z) — g(z)| < e.

On voit alors que la différence des deux intégrales

/ab f(x) cos(nx)dx et /ab g(z) cos(nz)dx
(b

n’est pas plus grande que (b — a).

Si on prouve que la limite de la seconde intégrale est 0 quand n tend vers l'infini, il en résultera que
la premiere tend aussi vers 0, car ¢ est arbitrairement petit.

Or la seconde intégrale est une combinaison linéaire finie (& coefficients réels) d’intégrales de la forme

B
/ cos(nx)dz,

qui tendent toutes vers 0 quand n tend vers l'infini (calcul explicite).

@a) On a

Sﬁ(xo) _ eaxoeﬁwo _ e(a+ﬁ)w0 _ 69307
B(z0) = (a4 F)eo — o,
b) Dérivons ¢ — 1. On obtient :
¢'(x) = (x)

axeﬁxo — ae®

ae
ae® (e(a—l)w+ﬂwo o 1)

= ae®(efTom?) )

Comme £ est positif, et o — = négatif, ¢’ (z0=2) ogt, plus petit que 1, et la dérivée de © — 1 est négative.
Il en résulte que pour = < g, on a p(z) < ¥(x).

c) Comme z et y jouent des roles identiques dans I'inégalité demandée, on peut supposer x > y. y peut
donc jouer le role de xy dans les questions précédentes. L’inégalité demandée résulte alors de la question
précédente.

d) On a, en définissant ¢ et ) comme indiqué dans 1’énoncé (ce qui est possible parce que f et g sont
& valeurs strictement positives) :

b b
f(@)g(x)dz = /e%“z)d:c

I 1
< f/ e“"(x)dx—i—f/ V@ dy

a

DJa qJa
1.1
= =4 ~(car e = f(x)?
et ()?)
=1

e) Posons

D=

b b i
A= ( f(x)pdx> B= </ g(x)qd:r> ,
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et

F(m)z% G(m)z%.

b b
/a F(x)pdx:ﬁ/a f(@)Pde =1,

et de méme / G(x)%dz = 1. On peut donc appliquer le résultat de la question précédente a F' et G, ce

Alors,

qui donne
b
/ F(z)G(z)dx < 1,
c’est-a-dire, en multipliant par AB :

/ f(z)g(x)dx < AB,

ce qui est le résultat cherché.

/
a) On a d’abord h/(u) = J;((Z)), soit h'(u)f(u) = f'(u). Dérivons maintenant g. On a

') = =/ ()™ fu) + 0 (w) = 0

g (qui est définie sur un intervalle) est donc constante.

b) Il résulte de la question précédente que g(0) = g(27). Or on a aussi f(0) = f(27). Comme f ne
s’annulle pas (elle prend ses valeurs dans S'), on en déduit

e h(O0) — o—h(2m)

soit "?™) =1, puisque 2(0) = 0. Il en résulte que h(27) est de la forme 2imn avec n entier relatif.

¢) C’est un calcul d’intégrale particulierement simple.

1 2w ;o ine
d°(z— 2") = —/ iz =n.
0

um emne

En particulier, identité est de degré 1, Papplication constante qui envoie tout élément de S* sur 1 est de
degré 0, la conjugaison z — Z est de degré —1.

d) Posons f(z) = p(e™*). On a
fla+m) = (@) = p(—e) = —p(e') = — (),
d’ott on déduit f'(z + ) = —f'(z).

On a alors, en faisant le changement de variable x = u + ,
27 T pr
f () / Patn,, _ ["1G@,
(z) utm o f(=)

2m fl J) / f x

o [flz) f(z)

Les fonctions h et g étant définies comme dans la question a)
h

constante, on a g(m) = ¢g(0). On a aussi f(7) = —f(0). On a donc e
de la forme (2k + 1)im

d’olt

on doit calculer h(m). Or, g étant
)

)
(") = _1, ce qui montre que h(r) est
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1
Le degré de ¢, est égal par définition a 2%2h(7r), ¢’est—a—dire & un nombre impair.
i

4

e) @ est dérivable, car elle est le quotient de deux fonctions dérivable (la fonction “valeur absolue” est
dérivable sur C — {0}), dont la deuxietme ne s’annulle pas. Elle envoie S? dans S*, car clairement ®(z) est
de module 1. Enfin la vérification qu’elle est équivariante se fait a vue.

f) fi est dérivable, comme composée de fonctions dérivables. Par ailleurs, la fonction

fi(@)

@0~ 5@

est continue sur le compact [0, 27] x [0, g] Il en résulte que la fonction

2 pr
o fi(z)
. ™
est continue sur [0, 5]
2m f/(SU)
Par ailleurs, pour tout ¢, on a f;(0) = f;(27). Il en résulte d’apres la question b), que ft( )d
0 t\

est dans 2inZ. Comme 2inZ est discret, cette intégrale est indépendante de t. Il suffit donc de montrer
7r
qu’elle est nulle pour t = 3 ce qui est clair car la fonction fz est constante.

g) S’il n’existe pas d’x tel que F(z) = F(—x), on est dans les conditions d’application des questions
e) et f). Considérons alors la fonction fy définie dans la question précédente. On a vu que

21 g/
fO (x) d
o Jfolz)
On a fo(z) = ¢(e™), ol ¢ est 'application de S* dans S* définie par y — F(R(y),Im (y),0). L’integrale

ci-dessus montre que le degré de ¢ est 0. Par ailleurs, ¢ est équivariante. Son degré doit donc étre impair,
ce qui est une contradiction.

x = 0.

h) Si la fonction continue F : $? — R? vérifie F(z) # F(—x) pour tout = de S?, alors, par compacité
elle vérifie || F(x) — F(—z)|| > ¢ pour un certain ¢ > 0. D’apres le théoréme se Stone-Weierstrass (S? est
compacte), appliqué a chacune des composantes de F, il existe une fonction polynomiale (donc de type

€
) G : 8% — R? telle que pour tout x de S?, |F(z) — G(z)|| < 3 Ceci interdit G(z) = G(—z) pour
tout point x de S2, ce qui est impossible, d’apres la question précédente.

i) Appelons encore “équivariante” une application F : S™ — R? qui vérifie pour tout = de S™ :
F(—x2) = f(F(z)), ou f est 'involution donnée sur R?.

On identifie S"~! & “Péquateur” de S™, c’est-a—dire ensemble des points de S™ dont la derniere
coordonnée est nulle. Montrons que toute application équivariante £’ de 5™~ vers R? se prolonge en une
application équivariante F de S™ vers R?.

Si z est distinct des deux podles de S™, = a une “projection” T bien définie sur ’équateur de S™. Elle
est définie par

(ajl,...,xnao)
Tlseey Tny Tptl) = -
(T1, o Ty T (21, .20, 0)]]

Si  est dans ’hémisphere nord de S™ (c¢’est—a—dire si sa derniere coordonnée x,, 11 est positive ou nulle),
et distinct du pole nord, on pose F(z) = (1 — z,.1)F(Z). Noter que si = est dans S"~ !, F(x) = F(x).
Cette application F est continue. Elle se prolonge par continuité au pole nord de S™. En effet, ceci résulte
de ce que la norme de F(x) est majorée par le produit de (1 — x,41) et du sup des normes des F(z) pour
x dans S"~!. F(x) tend donc vers 0 quand z tend vers le pole nord de S™. F est alors automatiquement
définie sur I'hémisphere sud par 'exigence d’équivariance F(—z) = f(F(z)).
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Il en résulte qu'il existe une application continue équivariante F' de S? dans R%. En effet, il est facile
de construire une application équivariante de SY dans R? en envoyant 1 sur 0 et —1 sur f(0).

Appliquons le résultat de la question précédente & F. On a alors un z de S? tel que F(z) = F(—z) =
f(F(x)), ce qui signifie que F(z) est un point fixe de f.

Note : Les résultats démontrés ici dans les deux derniéres questions, restent valables si on remplace R?
par R™. On peut facilement constater que certains arguments se généralisent facilement a la dimension n.
En fait, la seule difficulté est de montrer que toute application équivariante de S™ dans S™ est de degré
impair (il faut aussi bien stir définir ce qu’on entend par degré dans ce cas). Ceci demeure non élémentaire.

Section 3.

a) Premieére intégrale : En ¢t = 2, la fonction est continue. Au voisinage de infini, elle est
équivalente a —%2 donc intégrable. On trouve facilement qu’elle vaut —%Log (3) en décomposant la fraction
en éléments simples.

Deuxiéme intégrale : En ¢t = 1, la fonction est continue. Au voisinage de 'infini, % tend vers 0, et
Arc tg (%) est équivalent & % L’intégrale est donc divergente.

sin(t)

1
b) Premitre intégrale : Comme sin(¢) oscille entre —1 et 1, e oscille entre — et e. La fonction &
e

s S .. o 1 i s .
intégrer est donc minorée au voisinage de l'infini par pr et I'intégrale est divergente.
e

Deuxitéme intégrale : En faisant le changement de variable t? = w, l'intégrale devient

/100 sin(u) ﬁdu.

Or cette derniére intégrale est convergente en vertu du critere d’Abel. En effet, 'intégrale de sin(u) reste
1
2\/u
Pinfini. Bien stir, cette intégrale n’est pas absolument convergente (méme raison que pour /

1

majorée par 2 sur tout intervalle, et la fonction u —

est positive, décroissante, et tend vers 0 a

°° sin(t)

dt,

voir le cours).

IZ] La convergence de l'intégrale en 0 ne pose aucun probléme, de méme qu’en +oco, car m—1 < n—2.

Bien que le théoreme des résidus soit appliquable ici, on se propose de traiter 'exercice par des moyens
élémentaires. On va donc décomposer la fraction rationnelle en éléments simples.

Soient (p . .. (.1 les racines du polynoéme 1 + z", c’est-a-dire les racines n-iemes de —1. On a

. 2k+1
Ge=e""n
La décomposition en éléments simples a la forme
— n—1
z™ 1 Z Qg
14an T —
+ o Ck

On détermine la valeur de aj en multipliant chaque membre de cette égalité par x — (i, et en faisant
x = (. On obtient

m—1
k

Hj;ﬁk((k - <j) .

ap =
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En mettant (,?_1 en facteur au dénominateur, et en tenant compte du fait que (;; = —1, on a

o
[ (1 — &)

ap — —

Cj 2”(,1;71@

Par ailleurs, == =e¢ . Les 2, pour j # k, sont donc les racines n-iemes de I'unité, autres que 1.

Ck
G
H(l - 5)

J#k

k
Il en résulte que le produit

n

T
est simplement la valeur de

T = l1+z+22+---+2" ! pour z = 1, c’est-a-dire n. En conséquence,

1 m
ap = ——(.".
b=—G

Posons

A xm—l
I1(A) = / dz,
o l+4+am

ou A est un réel positif grand (destiné & tendre vers +00). On a

n—1 A
14)=>%" ak/ dax
k=0 0

x*Ck-

Remarquer que pour aucune valeur de x dans [0, 400, © — (i ne peut étre un réel négatif ou nul, car
(. ne peut pas étre égal a 1. En conséquence, en choisissant la détermination habituelle (dite principale)
du logarithme complexe, c’est-a-dire telle que log(z) soit défini pour tout complexe z qui n’est pas un réel
négatif ou nul, et que log(z) ait une partie imaginaire comprise strictement entre —7 et +, on voit que

n—1

I(A) =) ak(log(A — ) — log(—Ck))-
k=0

A—(p = pew est un nombre complexe dont I’argument 6 tend vers 0, et dont le module p est équivalent
a A, quand A tend vers +o0o (comme on le constate aisément an faisant le dessin). On a donc

log(A) — log(A — () = log(A) — log(p) — i0 = log<;‘> o,

ce qui montre que log(A) —log(A — () tend vers 0 quand A tend vers +oo.

Par ailleurs, la somme des ay, est nulle. On peut le constater d’au moins deux facons. D’abord parce

2imm

qu’elle est invariante par multiplication par e = , qui n’est pas 1 car 0 < m < n. Dautre part, parce
qu’elle est une fonction symétrique de degré m des (i, et que toutes les fonctions symétriques élémentaires
des (i de degrés strictement inférieurs & n sont nulles, comme on le voit en examinant le polynéme 1+ ™.
Il en résulte que

1(4) = 3" ax(log(A - &) — log(A) — loa(~Cx).

k=0

En faisant maintenant tendre A vers 400, on voit que

n—1
1= —aylos(—G).
k=0
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im(2k+1) i
Comme (y, =e~ » ,ona—(,=e¢€

log(~ k) = in(

2k4+1
n 1), et donc

2k +1

(

~1).

kE+1

Notez que — 1 est compris entre —1 et 1, et qu’en conséquence cette formule respecte la

n
détermination du logarithme. On a donc
2imw e
I=—3> K
k=0

toujours en tenant compte de ce que la somme des ;" est nulle.

En utilisant la formule d’Euler pour sin, on a

n—1 n—1
. mT ™ im(2k+1)m imm —imm s iTm imm
sin(—)1 = — E kemm T (e —eTn )= — g k(e " (2ht2) _ o= (2h)),
n n n
k=0 k=0

Cette derniére sommation se calcule en faisant une transformation d’Abel.

n—1 2
Z k(e@(’f"rl) _ e%k) = _621?" -+ (n — 1)@”21% + (k — (k + 1))€(k+1)@
k=0 1

3
|

b
Il

n—1

2itm

= n — E ek n
k=0

= ’]’L,

car la somme des racines n-iemes de 'unité est nulle.

Section 4.

2
2=z _ 42 . ,
a) On a e 2 < e~ ', Comme lintégrale de Gauss est convergente, on a donc convergence
2z

+oo 2
uniforme pour z €]0, +o00[. Considérons maintenant U'intégrale J,, = / —at =37 dt. Cette intégrale

est uniformément convergente sur |, 4+oo[, pour a > 0. En effet, J, est la somme des deux intégrales

. 1 2=z Hoo _tz_ﬁ . , . .
suivantes : ——e€ 2 dt + ft—Qe 2 dt. La seconde converge uniformément par domination
0 1

. 2z
par la fonction

o2

(& t2 22

0 puisque x > « entraine e~ 2

. La premiere converge uniformément pour = > « par domination par la fonction

a2
< e” 2. On peut donc appliquer la regle de Leibnitz sur Ja, +oo[, et
on a donc J, = I pour z > 0.

2

+oo
T -z -
b) En posant u = Joona du = tTdt’ et on obtient J, = —2/ e gy = —2I,. x — I,
0

est donc solution de I’équation diffférentielle I, = —2I,,, c’est—a—dire de la forme I, = Ae™?* On a par

ﬁ ﬁefﬁc
9 .

ailleurs A = Iy = 5 Donc I, =

a) Les deux fonctions sont bien définies et continues pour toute valeur de z. Elle sont dérivables
(on utilise la dérivation sous le signe somme pour la deuxieéme). On obtient

T 1
f(z) =2 / e at et g (z) = —2ze™ / e dt.
0 0
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La seconde intégrale peut étre transformée par le changement de variable u = xt, ce qui donne ¢'(x) =
—f'(=).

™
La somme f(z) 4+ g(x) est donc constante. En faisant z = 0, on trouve que cette constante vaut 1

b) La famille ¢, de fonctions définies par
—z2(14t2)
e
z t = —_—
et =5

tend uniformément vers 0 quand x tend vers +oo, sur I'intervalle [0, 1]. On en déduit que g(z) tend vers
0 quand z tend vers +oo.

En conséquence, f(z) tend vers % quand z tend vers +oo, ce qui donne la valeur de l'intégrale de

/m6*t2dt: vr
0 27

Gauss :

L’intégrale I, proposée est uniformément convergente, car elle est dominée par l'intégrale de
Gauss qui est elle méme convergente.

La dérivation par rapport a a donne :

/ 1 [t —z2 .
I, = 3 —2ze™* sin(ax)dz,
0

qui pour les mémes raisons est uniformément convergente, ce qui justifie cette dérivation.

— 2 ) 7’ p— 2 . 7’ . .
Comme z +— —2xe™ " est la dérivée de x — e~ | en intégrant par parties, on obtient :

1 a [T a [T
Il == {e*””(z sin(ax)} - — e cos(azx)dr = —= e cos(ax)dx.
2 2 Jo 2 Jo
a Ot2
On a donc I/, = —gla. En dérivant par rapport a « 'expression I,e # , on trouve 0. Cette expression

-

est donc une constante A. On a donc I, = Ae™ ©
c’est—a—dire l'intégrale de Gauss, d’ou le résultat.

IN

. Il reste a déterminer A, qui n’est autre que I,

2
Au voisinage de 0, 1 — e™ " est équivalent & az?, ce qui montre la convergence de l'intégrale
au voisinage de 0, cette convergence étant uniforme sur tout intervalle de la forme ]0, A]. Au voisinage de

1
l'infini, 'intégrale est dominée par celle de —, qui est convergente, ce qui prouve la convergence uniforme

de notre intégrale au voisinage de 'infini, pour toute valeur de «.

En dérivant I'intégrale I, proposée par rapport a a, on trouve :

+o0 5
I :/ e dx,
0

qui est une intégrale uniformément convergente pour a dans 0, A]. Ceci montre que cette dérivation est
licite.
En faisant le changement de variable u = z+v/a, et en utilisant I'intégrale de Gauss, on trouve I/, =

1
\/7?7 On a donc I, = v/ma + C, pour une certaine constante C. Mais C = Iy = 0.
«@

a) Soit [, 8] un intervalle compact de ]0, +oo] (0 < a < ), et soit x dans [a, §]. Pour ¢ entre
0et 1, e ‘t*! est majoré indépendamment de z, par t*~1. Comme « est strictement positif, 'intégrale
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1 o]
/ t*~1dt est convergente. Pour ¢ > 1, e '*~! est majoré par e ‘t°"1 et l'intégrale / e P tat
0

1
est convergente. L’intégrale définissant I' est donc uniformément convergente pour = entre a et 3, et la
fonction I" est continue sur |0, +o0].

b) La premieére relation s’obtient en intégrant par parties (x > 0) :
o0
Iz+1) = / tY e dt
0

= —[txe_t]go—i—/ xt™ tetdt
0

= al(x).
La deuxiéme s’obtient par un calcul direct :

ra) = / e tdt = 1.
0

La troisieme s’obtient par récurrence en utilisant les deux autres : Elle est vraie pour n = 1, et

P(n+1)=nl'(n) =n(n—1)!=n!

¢) Ceci résulte immédiatement des deux premieres relations ci-dessus, et de la continuité de T' en 1.
En effet :

r
(f) = 2D(z) =D(z + 1)
qui tend vers 1 quand z tend vers 0.
d) On a dt = zu” *du, donc :
1 1.1
ri+-) = =I'(—-
(1+2) = -T()
1 (oo}
= —/ e~ ttelat
T Jo
1 /00 —u®, 1-—z,, x—1
= - e " u Yxut N du
T Jo

Il
B

1
donc F(i)



