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1 Introduction.

1.1 La quadrature du cercle.

La quadrature du cercle est un probléme classique de géométrie. Il fait partie
des trois grands problemes de 1’Antiquité, avec la trisection de I'angle et la
duplication du cube. Le probléme consiste a construire un carré de méme aire
(ou de méme périmetre) quun cercle donné a l'aide d’une régle et d’un compas.

Il remonte a I'invention de la géométrie et a occupé de nombreux mathématiciens
au cours des siecles. C’est en 1837 que Pierre-Laurent Wantzel démontre un
théoreme qui permet d’exhiber la forme des équations dont sont solutions les
nombres constructibles a la régle et au compas. Puis en 1844, Joseph Liouville
met en évidence l'existence des nombres transcendants. Mais il faudra attendre
jusqu’en 1882 pour que le mathématicien allemand Ferdinand von Lindemann
démontre la transcendance de 7 pour appliquer le théoreme de Wantzel au
probléme de la quadrature du cercle et ainsi démontrer qu’elle est impossible a
réaliser.

La quadrature du cercle nécessite la construction a la regle et au compas de la
racine carrée de 7, ce qui est impossible en raison de la transcendance de 7 : les
nombres constructibles sont les rationnels et les racines de certains polynomes
de degré 2™ a coefficients entiers, ce sont des nombres algébriques ce qui n’est
pas le cas de 7.

1.2 Nombres transcendants.

DEFINITION 1 On définit les expressions « nombre algébrique », « entier algé-
brique », « polynéme normalisé », « polynome canonique », et « nombre trans-
cendant », comme suit :

e Un nombre complexe a est dit « algébrique » s’il existe un polynome @(x)
non constant da coefficients entiers (c’est-a-dire dont les coefficients appar-
tiennent a Z) tel que ¢(a) = 0.

e Si de plus le polynome p(x) peut étre choisi « normalisé », c’est-d-dire
tel que le coefficient de son terme de plus haut degré soit 1, on dit que a
est un « entier algébrique ».

e Un nombre qui n’est pas algébrique est dit “transcendant’.

e Un polynome qui est a la fois a coefficients entiers et normalisé est dit
« canonique ».

Par exemple, /2 est un entier algébrique car il est racine du polynéme canonique
22 —2. De méme, i est un entier algébique car il est racine de 2% + 1. Un nombre

rationnel 1—), ou p et ¢ sont des entiers, est algébrique car il est racine du polynéme
q



qr — p, et est un entier algébrique si et seulement si il est entier.

L’objet de ce texte est de montrer que e et 7 sont transcendants.

1.3 L’essentiel de la méthode.

Aussi bien pour e que pour 7, on construit une égalité particuliere ¥ = F &
partir de ’hypothese que ce nombre est algébrique. Cette égalité dépend d’un
entier premier p, qu'on peut choisir aussi grand qu’on veut. Puis, on prouve
d’une part que le membre de gauche E est un entier non nul des que p est assez
grand, et d’autre part que le membre de droite F' tend vers 0 quand p tend
vers l'infini. On a bien slir une contradiction, ce qui prouve la transcendance de
notre nombre.

L'égalité E = F est construite & partir du polyndéme ¢(x) dont lexistence
résulte de ’hypothese que e ou 7 est algébrique. Pour montrer que le membre
de gauche E de notre égalité est entier, on manipule des dérivées de polynomes.
Dans le cas de e, on utilise surtout le fait que quand on dérive un monoéme de la
forme az™ avec a entier, on récupére le monéme anz™ ! dont le coefficient est
toujours entier et de plus divisible par n. Dans le cas de m, il faut aussi utiliser
les propriétés des polynémes symétriques. On verra les détails plus loin.

Pour montrer que le second membre F' de notre égalité tend vers 0 quand p tend
vers 'infini, on exprime ce second membre sous forme de somme d’intégrales,
ce qui permet une majoration facile. L’essentiel de la technique se limite a des
intégrations par parties a établir par récurrence.

2 Quelques outils.

2.1 Une intégration par parties.

Le lemme établi dans cette section servira pour e et pour w. Soit k € N, et P
un polynoéme de degré k. On pose :

Qp(z) = P(x) + P'(z) + -+ PO(x)
Remarque : Qp(z) = P(z) + Qp/(x).

LEMME 1 On a, pour tout nombre complexe « :
1
/ ae”**Plar)dx = [767%@1)(0@)}; = —e *Qp(a) + Qp(0)
0

Démonstration : Par récurrence sur le degré k de P. Si k=0, on a P(x) =a (P

1
est constant), donc le membre de gauche est / ae” *adz, qui vaut [—e‘”a] (1),
0



qui est aussi le membre de droite, puisque Qp(z) = a. Supposons maintenant
k > 0. Par hypothése de récurrence on a :

1
/ ae” " P'(ax)dr = [—e_O‘C”Qpr(aac)](l)
0
puisque P’ est de degré k — 1. Par ailleurs,

1 1
/ ae” *Plax)de = [—ef‘”P(ax)RqL/ e~ “"aP (az)dz
0 0

[—ef‘”P(a:c)} (1) + [767(11@13/ (az)] (1)

= [-e*"Qp(ax)] ; [ |

2.2 Polynoémes symétriques.

Les résultats de cette section ne sont utiles que pour la transcendance de 7.

2.2.1 Définition et théoréme fondamental.
Si on développe 'expression :
(x+p1)...(x+5p)
on obtient un polynéme normalisé de degré p :
o byt b 2 4+ by + by

avec by = 1+ -+ Bp,.. ,bp = B1 ... Bp. Les coefficients b; de ce polynéme sont
eux-mémes des polynomes en 3y, ..., [y, et on écrira :

by =0i(B1,...,0p)

Les polynémes o;(51, . ..,0,) sont appelés les « fonctions symétriques élémen-
taires » des p variables f1,..., Op.

DEFINITION 2 Un polynéme de p variables P(x1,. .., xp) est dit « symétrique »
si pour toute permutation T des entiers 1,...,p, on a :

P(:C‘I'(l)a" .,./L'T(p)) - P(-Tla" '?‘/EP)

Les polynémes o; des p variables 31, ..., 3, sont clairement symétriques. On va
utiliser le théoréme suivant (qu’on admettra, voir Serge Lang [2], page 132) :



THEOREME 1 Soit A un anneau commutatif unitaire,(*) et soit P(x1,...,zp)
un polynome symétrique a coefficients dans A. Alors il existe un polynéome

Su, ... up)
a coefficients dans A, tel que :

P(zi,...,zp) = S(o1(z1, ..., 2p), ..., 0p(T1,...,2p))

Par exemple, 323y + (3105 est symétrique en 31, Bo, et on a (ifs + (135 =
(8182)(B1 + B2) = 02(B1, B2)o1(B1, B2). On a dans ce cas S(u1, ug) = uyug.(?)

2.2.2 Familles d’entiers algébriques.

LEMME 2 Soit (1,...,0, la famille de toutes les racines (complexes, non né-
cessairement distinctes) d’un polyndome canonique. Alors, la famille obtenue en
faisant toutes les sommes possibles d’éléments de la famille Bq,...,0, est la
famille des racines d’un polynéme canonique.

Par hypothese, le polyndéme :

(x=01)...(x—Bn)

est canonique. Notons S la famille de toutes les sommes possibles d’éléments de
la famille G1,...,08,. On a :

0,
Bl;---aﬁnv

g ButhBe.. Ba1+ B,
B1+ P2+ B3, ..

Bit---+ B

Notons a; (1 < i < s) les éléments de la famille S. Noter que s = 2", puisqu’il
y a exactement un élément dans S pour chaque partie de 'ensemble {1,...,n},
0 correspondant a la partie vide, chaque (; a un singleton, etc. .. et la derniere
somme (31 + - - - + [, a la partie pleine.

Il s’agit de montrer que le polynéme :
(x—a1)...(z — ay)

est a coefficients entiers. Quand on développe ce polynéme, on obtient un poly-
néme en x dont les coefficients sont, aux signes pres, les fonctions symétriques

Ipar exemple 'anneau Z des entiers relatifs, ou anneau Z[X] des polyndmes & coefficients
entiers.
2Le polynéme S n’a aucune raison d’étre symétrique.



élémentaires des «;. Ces coefficients sont donc invariants par permutation des
a;. Toute permutation des f3;, c’est-a-dire toute bijection de {1,...,n} vers
lui-méme induit une bijection de I'ensemble des parties P({1,...,n}) vers lui-
méme. Il en résulte que toute permutation des [; induit une permutation des
oj. Les coefficients de notre polyndme, que ’on peut voir comme des polynémes
a coefficients entiers en (31, ..., B, sont donc invariants par permutation des ;.
Ces coefficients sont donc des polynomes a coefficients entiers en les fonctions
symétriques élémentaires des (1, ..., Oy, et sont donc des entiers. B

LEMME 3 Si une famille S = {a1,...,as} de nombres complezes est la famille
de toutes les racines d’un polyndme canonique, il en est de méme de la famille
obtenue en retirant de S tous les éléments égauz a 0.

En effet, par hypothese, a,...,as sont les racines d’un polynéme canonique
qui a 0 pour racine avec pour multiplicité le nombre k£ d’éléments nuls dans la
famille S. Ce polynome est donc le produit de 2* par un polynéme canonique
dont les racines sont les élements de la nouvelle famille. B

2.3 Un lemme sur la dérivation.

LEMME 4 Soit Q(x) un polynome d coefficients entiers, et p un entier naturel
au moins égal a 1. On pose :

-1

Pa) = = Q)

(r—1)

Alors pour tout entier v > p, le polynome P(T)(ac) est a coefficients entiers et
ses coefficients sont divisibles par p. De plus :

P (0) = Q(0)".

Démontration : Si on dérive r fois le monoéme x™, on obtient pour » < n :

|
(:Cn)(r) _ n(n _ 1) o (n —r 4+ 1):E"_T _ ﬁzn—r = 10T "

et cette égalité reste vraie pour r > n, puisqu’on a alors (z")(r) =0et C) =0.
Elle est donc vraie pour tous entiers naturels n et r. (z)") est donc le produit
de r! par un monome dont le coefficient est entier. Il en résulte que si on dérive
r fois un polyndéme a coefficients entiers, on obtient le produit de r! par un
polynéme a coefficients entiers.

Posons R(z) = Q(z)P. On a R'(z) = pQ'(z)Q(x)"~". On voit donc que pour
i >0, R(z)V = p(Q'(2)Q(z)*" 1Y et donc que R(z)@ est le produit de



p(i — 1)! par un polyndéme & coeflicients entiers. Par ailleurs, la formule de
dérivation de Leibniz donne :

P!

P (z) =C? R™ (2)+
( (p—1)! ( (1)

Cl P~ R(rfl)(x) NS CpflR(Tfp+l) (1,)

T (p _ 2)' T

puisqu’on obtient 0 quand on dérive p fois le mondme 2?1, L’équation (1) s’écrit
encore :

P(T)(:L') = Cg%p(r — DS, (x)+
C; %p(r = IS, _1(@) + -+ CP 7 p(r = p)Sy—paa (@)

ot les S;(x) sont des polynémes a coefficients entiers. Par ailleurs, comme r > p,
(p— 1) divise (r — 1), (p — 2)! divise (r — 2)! etc.. ., ce qui prouve la premiére
assertion du lemme. La seconde assertion du lemme résulte immédiatement de
I'équation (1). m

3 Transcendance de e.

Supposons que e soit algébrique, et donc racine d’un polynéme a coefficients
entiers :
o(z) =ap+ a1z + -+ apz”

avecn > 1 et a, # 0.

3.1 Une égalité qui s’averera impossible.

Soit p un nombre premier. Introduisons le polynéme :

P!

(p—1)!

qui est de degré np+p—1. A ce polynome est associé le polynéme Qp(z) défini
précédemment au début de la section 2.1. En multipliant ¢(e) et Qp(0), on
obtient ’égalité :

P(x) = (x—1)P...(x —n)P

Z ajejQp(O) =0 (2)
7=0
puisque p(e) = 0. On a vu (lemme 1) que :

/0 ae” " Plaz)dr = —e~*Qp(a) + Qp(0)



En multipliant par e, on obtient :

1
Qp(a) + eo‘/o ae” " Plaz)dx = Qp(0)e”

1
On pose enfin Rp(«a) = aeo‘/ e”*P(ax)dz, et on a finalement :
0
Qpr(a) + Rp(a) = Qp(0)e” (3)

L’égalité (2) peut donc étre réécrite :

S ai(@rl) + () = 0

Jj=0

c’est-a-dire : .
aoQp(0) + Z%QP *Z%‘RP(J') (4)
j=1

On va montrer que pour p assez grand le membre de gauche de (4) est un entier
non nul et que le membre de droite a un module strictement plus petit que 1.

3.2 Une question d’intégralité.

Nous montrons dans cette section que le premier membre de (4) :
aoQp(0) + Z a;Qp(j

est un entier non nul pour p assez grand. Rappelons que :

(@) = (= 1P =2 .. (o= )
P(z) = r—1DP(x—-2)P...(zr—n
(p—1)!
Comme les entiers 1, . .., n sont tous racine d’ordre p de P(z), ils sont tous racine

P (z) pour 7 < p. De méme, P (0) = 0, mais seulement pour r < p — 1. 1l
en résulte que pour j=1,...,n,on a:
Qp(j) = PW(j) + - 4 POTFTL ()
et donc d’apres le lemme 4 que Qp(j) est un entier multiple de p.
Par ailleurs, en ce qui concerne @ p(O), ona:
Qp(0) = PP=D(0) + PP (0) 4 ... + prP=1)(()
c’est-a-dire toujours par le lemme 4 :

Qp(0) = (—=1)P"(n!)? + multiple de p

11 suffit que p soit premier et supérieur & |ag| et & n pour que ap@ p(0) ne soit
pas multiple de p, donc pour que le premier membre de (4) soit un entier non
nul.

p



3.3 Une majoration.
Nous majorons maintenant le second membre de (4). On a :

1
/ eI P(jz)dx
0

|Rp(j)| = je’

donc : ‘
[Rp(j)] < je’ sup [P(t)]
0<t<y
Pour 0 <t < n, on a tout de suite d’aprés la définition de P(z) :
npP~t
(»—1)

[P(t)] < ()P

Ainsi, on obtient (pour j =1,...,n):
nPe™(n!)P
Rp(j)| < —1

()] < 2

D’autre part, posons :
M= sup |aj

j=1,m
On a alors :

- MnPTlen(n!)P (nn!)P—1

ajRp(j)| £ —————— = Mn?e"(n!)~———

2 kel < =5 ) "=

En prenant p assez grand, on peut rendre le rapport :

(nn!)P—1
(p—1)!

aussi petit qu’on veut (puisque le terme général de la série définissant 1’expo-
nentielle tend vers 0).

On a donc prouvé la transcendance de e.

4 Transcendance de 7.

4.1 Préliminaires.

Soit v un nombre algébrique, qui est donc racine d’un polynome a coeflicients
entiers :
90(2) =anz" + anflzn71 +--+ao

tel que a, #0etn>1.Ona: ¢(y) =0.



LEMME 5 57 est algébrique, iy est lui aussi algébrique.
On pose 7/ = i, ce qui donne v = —iy/, et on a :
p(=in") =0
d’ou :
p(=iv").¢(iv') = 0
On pose Q(z) = p(—ix).p(ix) et on va démontrer que Q(z) = Q(x) pour z réel.
Qx) = @(—iz).p(iz)
= pliz).p(—iz)
= Q)

car ¢ est a coefficients entiers donc réels. Ceci prouve que les coefficients de @
sont réels. Par ailleurs, les coefficents de () sont des sommes de produits d’entiers
et de nombres parmi 1, —1, ¢ et —i. Les coefficients de ) sont donc entiers. De
plus :

Qi) = w(—iiy)p(iiy) = e(7)p(—y) =0

On a ainsi démontré que si 7 est algébrique iy l'est aussi. B

LEMME 6 Si z est algébrique, il existe un entier c tel que cz soit un entier
algébrique.

On a:
(p(Z) =a,2" + an_lz”_l +--+a=0

avec n > 1 et a,, # 0. On définit ¢(z) par :

B z
P(z) = ap~to(—)
an
On a
z z z
P(z) = azflan(a—)" + afflan,l(a—)”fl 4+ 4 afflal(a—) +a" tag
n n n

Ce polynome est a coefficients entiers et normalisé. Par ailleurs,

blanz) = aTo(2E) = anlp(z) = 0

[£2%

anz est donc un entier algébrique, ce qui prouve le lemme avec ¢ = a,,. &

10



4.2 Intervention de la formule d’Euler 1 + ¢ = 0.

Donc, si w est algébrique, im est lui aussi algébrique et cim est un entier algé-
brique pour un certain entier ¢. On a donc ¢(cim) = 0, ot ¢(z) est un polyndéme
canonique :

o(z) =2"+ 12" 14 4 a1z+ ag

On appelle ¢f1,¢fa, . .., ¢y, les racines du polyndme ¢(z). Il existe un entier ¢
tel que 1 < ¢ < n et f; = im, donc tel que (formule d’Euler) :

14 ef =0

On a donc :
n

H(l +ey=0

i=1
Quand on développe ce produit, on obtient la somme de 1 et de produits d’ex-
ponentielles, c’est-a-dire des exponentielles de sommes de nombres pris parmi
les §;. Certaines de ces sommes sont nulles et ont donc des exponentielles égales
a 1. On regoupe tous ces 1 sous la forme d’un entier k£ > 0, et on a :

E+e*+e* 4. +e* =0 (5)

ou les a,...,as sont toutes les sommes non nulles de nombres pris parmi les
Bi. Il y a juste & montrer que I’équation (5) est impossible.

4.3 Un polynéme canonique.

LEMME 7 Le polynome :
S

Az)=(z —caq)... (v —cay) = H(m — caj)

j=1

est a coefficients entiers (et donc canonique).

Il s’agit de montrer que cayq, ..., cas sont les racines d’un polyndéme canonique.
On sait que ¢f,...,c0, sont les racines du polynoéme canonique ¢(z). Les
lemmes 2 et 3 montrent qu’il en est de méme de la famille cay, ..., cas. B

Remarque : Comme c¢ est entier, A(cz) est encore & coefficients entiers, mais
n’est plus nécessairement normalisé.

4.4 Une égalité qui s’averera impossible.

Pour démontrer que ’équation (5) est impossible, on considére le polynéme P(x)
suivant :
xP1

PO =5—

Afex)” (6)

11



ol p est un nombre premier quelconque. Ce polynoéme est de degré ps + p — 1.
On pose comme précédemment :

Qp(z) = P(z) + P'(z) + - - + PP (g)

Si on multiplie (5) par @p(0) on obtient :
kQp(0) + Z e“1Qp(0

Ou encore, d’aprés ’équation (3) (qui est valable pour tout polynéme P(z),
donc pour celui qui nous occupe ici) :

kQp(0) + ZQP a;) ZRP a;) (7)

On va montrer que pour p premier assez grand le membre de gauche de (7) est
un entier non nul et que le membre de droite de (7) peut étre rendu aussi petit
qu’on veut.

4.5 Une question d’intégralité.

On a:

PM(0)=0 sir<p-—1

P (a;) =0 sir<p
pour j =1,...,s, puisque 0 est racine d’ordre p—1 de P(x) et «; racine d’ordre
p de P(z).

D’apres le lemme 4, P(T)(z) est le produit de p par un polynéme a coefficients
entiers des que 7 > p. On voit donc que :

ZQP(O@‘)

est un polyndéme symétrique en aq,...,as dont tous les coefficients sont des
entiers divisibles par p. Cette expression est donc un entier divisible par p d’apres
le théoréme 1 et le lemme 7.

De méme, Qp(0) est la somme de PP~V (0) et d'un entier multiple de p, puisque
P(T)(O) est un entier multiple de p dés que r > p.

Le membre de gauche de (7) se réduit donc a :
kP®=1(0) + multiple de p

Pour en faire un entier non nul, il suffit de choisir p de telle sorte que kP®~1(0)
soit premier a p. Or, on a :

P®=D(0) = A(0)P

12



d’apres le lemme 4. On choisit donc p premier strictement plus grand que tous
les facteurs de kPP~ (0), c’est-a-dire strictement plus grand que k et [A(0)]
(qui sont des entiers indépendants de p).

4.6 Une majoration.

Ona,pour j=1,...,s:

1
Rp(aj) = ajeo‘f/ e~ P(ajx)dx
0

Comme s est indépendant de p, il suffit de majorer ’expression ci-dessus pour
S

rendre Z Rp(a;) aussi petit qu’on veut.
j=1

Notons H un majorant des || (j =1,...,s) et M le maximum du module de
P(x) pour les complexes z tels que || < H. On a alors |a;| < H, [e*| < e/ et
le=®| < e puisque = € [0, 1]. Noter que H et M sont indépendants de p. On
a:

[Rp(aj)| < He* M
Or, pour |z| < H, on a |cx — caj| < |e|(Jz] + |ej]) < 2|c|H. On a donc d’apres
la définition de P(z) :
HP~1(2|c|H)P*

M <
(p—1)!
Si on pose K = (2|c|H)*, on obtient :
HK)P~1
(p—1)!

Comme H et K sont indépendants de p, on voit qu’en prenant p (premier) assez
grand, on rend M aussi petit qu’'on veut, ce qui termine la démonstration.
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