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1 Permutations.

DEFINITION. On appellera “permutation de n éléments”, une bijection de l’ensemble fini [n] =
{1,...,n} vers lui-méme.

Une permutation o de n éléments, peut étre représentée sans ambigiiité, par la liste ordonnée
(c(1),...,0(n))
Par exemple, voici une permutation de cinq éléments :
(4,3,1,5,2)
Elle envoie 1 sur 4, 2 sur 3, 3 sur 1, 4 sur 5 et 5 sur 2.

DEFINITION. Soit n un entier. On appelle “paire”, un sous—ensemble a deux éléments (distincts) de
lensemble [n]. La paire formée des éléments i et j, sera notée {i,j}.

nin—1)
2

Remarques : Noter que le nombre total de paires est C2, c’est & dire , et que la paire {i,5}

n?

est la méme que la paire {j,i}.

DEFINITION. On dira que la paire {i,j} est “inversée” par la permutation o, si i — j et (i) — o(j)
sont de signes contraires.

Le nombre de paires qui sont inversée par une permutation o est appelé le “nombre d’inversions” de
0. Si le nombre d’inversions de o est pair (multiple de 2), on dit que la permutation o est paire. Dans le
cas contraire, on dit que o est impaire. La “signature” d’une permutation est +1 si elle est paire, —1 si
elle est impaire.

La permutation donnée en exemple plus haut inverse les paires suivantes :

{1,3} {1,4} {2,3} {2,4} {2,5} {3,4}
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Comme elles sont au nombre de 6, cette permutation est paire, et sa signature est +1.

i—
Remarquer que la paire {i,j} est inversée par o si et seulement si le quotient —- est négatif.
o

J
, . o) —a(j)
Par ailleurs, cette expression ne change pas de valeur quand on échange ¢ et j. Elle ne dépend donc que
de la paire {i,j} et non pas de l'ordre dans lequel on classe i et j.

En conséquence, la signature d’une permutation o est le signe de I’expression :
1 o=
o(i) —o(j)’
it 70— )
ce produit étant étendu a toutes les paires de ’ensemble [n].

Noter que dans ce produit, chaque paire figure (sous forme de différence) exactement une fois au
numérateur, et une fois au dénominateur. La seule chose qui change (éventuellement) est le signe de cette
différence. En conséquence, ce produit vaut +1 ou —1, et est donc égal a la signature de o.

Remarque : Toute permutation de n éléments, induit une bijection sur I’ensemble des paires de 1’en-
semble [n]. En conséquence, si T est une permutation quelconque de n éléments, le produit :

(1) = 7(J)
11 (r(i)) = o(r(4))’

est le méme produit que le précédent (a l'ordre des facteurs pres), c’est a dire la signature de o.

o
{i,5}3C[n]

THEOREME. Soient o et 7 deux permutations de n éléments. Alors :

sgn(o o 7) = sgn(o)sgn(r).

En effet, on a :

sgn(cor) = H .Z_]

o(r(e
{i,5}Cln]

ity 7O = 7(0) o) = ()

i o=t
= R J N A N
AL =5 1 o =-to

= sgn(o)sgn(r).

DEFINITION. Une permutation qui se contente d’échanger deux éléments (distincts) de [n], sans bouger
les autres éléments, est appelée une “transposition”.

Voici un exemple de transposition de 7 éléments :
(1,2,6,4,5,3,7)
Elle échange 3 et 6, mais laisse fixes les autres éléments.

LEMME. Toutes les transpositions sont impaires.

En effet, soit o une transposition de n éléments, échangeant les deux éléments i et j (i < j). Les
paires inversées sont d’une part la paire {i,j}, et d’autre part, toutes les paires de I'une des deux formes

suivantes :
{i,z} {=z, j}
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avec ¢ < x < j. Il y a donc clairement un nombre impair de paires inversées (précisément 2(j —i — 1) + 1
paires inversées).

LEMME. Toute permutation se décompose d’au moins une maniére en un produit (composition) de
transpositions.

En effet, soit ¢ une permutation de n éléments. Comme toutes les permutations sont inversibles, il
suffit de prouver qu’il existe des transpositions 74,..., 7, telles que 74 ...730 = 1, ou 1 représente la
permutation identique (application identique), et ot la composition est notée par juxtaposition.

11 suffit de prendre pour 77 la transposition qui ramene 1 en téte de liste, puis pour 73, celle qui ramene
2 a sa place, etc... On voit méme qu’on arrive au résultat avec au plus n — 1 transpositions.

LEMME. Quelle que soit la facon de décomposer une permutation en produit de transpositions, le
nombre de transpositions de cette décomposition est toujours pair pour une permutation paire, et impair
pour une permutation impaire.

En effet, c’est une conséquence immédiate des propriétés de la signature.

2 Application transposée, base duale.

Soit E un espace vectoriel sur un corps K.

On notera E* l'ensemble de toutes les applications linéaires de E vers K (elles sont appelées des
“formes linéaires sur E”). Il s’agit clairement d’un espace vectoriel sur K, qu’on appelle le “dual” de E.

Si f: E — F est une application K—linéaire, On définit la “transposée” de f :

* f* *
F E

par f*(I) =lo f, pour tout élément I de F*. Il est immédiat que la transposée de l’application identique
de FE est Papplication identique de E*, et que la transposée d’une composition est la composition des
transposées, mais dans l'ordre inverse :

(gof) = f"og"

Soit e = (eq,...,e,) une base de E. On définit des applications linéaires :
€4
E K
en posant :
I A | sii=j,
eilej) = 0y = { 0 sinon.

Noter que les &; sont des éléments de E*. Si x est un vecteur quelconque de E, on peut écrire d’une
maniere unique :
T =a1e1 + ...+ aney,

ou les scalaires aq,...,a, sont appelés les “coordonnées de x dans la base e”.

En fait, on a ¢;(z) = a;, c’est & dire que la fonction &; est celle qui nous donne la '™ coordonnée

d’un vecteur quelconque z. En effet, on a :
5i($) = Ei(a1€1 + ...+ anen)
= aigi(er) +...+anegi(en)

= Q.
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ieme

On peut donc, quand on a besoin d’une notation pour la 4 coordonnée d’un vecteur x, utiliser
g;(x), plutdt que d’introduire un symbole de plus qui serait de toute fagon beaucoup moins pratique pour
calculer, que 'expression explicite &;(x).

LEMME. Les formes linéaires (e1,...,e,) forment une base de E* (qui a donc méme dimension que
En effet, sil: E — K est une forme linéaire quelconque, on peut considérer la forme linéaire :

ller)er + ...+ (en)en.

Elle est égale a [. Pour le voir, il suffit de montrer que ces deux formes linéaires donnent les mémes
images des vecteurs de la base e. Or, on a immédiatement (pour tout ) :

l(€1)€1(6i) +...+ l(en)en(ei) = l(ei)ei(ei) = l(ei).

Le systeme (e1,...,&,) est donc générateur dans E*. Pour voir qu’il est libre, supposons que :
AeEr+ ...+ Apep =0,
et montrons que tous les A\; sont nuls. On a :

0= )\151(60 + ...+ )\nEn(ei) = )\isi(ei) =\

Le systeme de vecteurs (e1,...,e,) est appelé la “base duale” de la base e. C’est une base de E*.

Remarque : de méme que la forme linéaire ¢; donne la i**¢ coordonnée d’un vecteur dans la base F,
le vecteur e; donne la '™ coordonnée d’une forme linéaire [ dans la base duale de e. En effet, comme on
Pa vu plus haut, cette coordonnée est I(e;). Les roles joués par les e; et les ¢; sont donc symétriques.

LEMME. Soit f : E — F une application linéaire, et supposons que e = (ey,...,e,) et ¢ =
(€1,...,e,) soient des bases respectives de E et F. Soit € = (¢1,...,&,) la base duale de e (qui est une
base de E*), et &’ = (¢, ...,¢,) la base duale de ¢’ (qui est une base de F*).

Alors la matrice de f* relativement aux bases ¢’ et ¢ est la transposée’ de la matrice de f relativement
aux bases e et €.

En effet, le coefficient qui se trouve a I'intersection de la i®me Jigne et de la j'*™¢ colonne dans la
matrice de f, est la i'“™° coordonnée de f(e;) dans la base ¢’. Il s’écrit donc ;(f(e;)).

-iéme

De méme, le coefficient qui se trouve a l'intersection de la jime Jigne et de la i colonne de la matrice
de f*, est la 7' coordonnée de f*(£}) dans la base e. Il s’écrit donc (f*(e}))(e;).

Comme on a (f*(£}))(e;) = (&5 o f)(ej), on voit que le lemme est démontré. QED

LEMME. Soit f : E — F une aplication linéaire entre espaces vectoriels de dimensions finies. Alors
f et f* ont le méme rang.

1l s’agit de démontrer que les images de f et de f* ont la méme dimension.

Soit S un supplémentaire de Im(f) dans F'. On a donc :

F=Im(f)®S.
Soit 7 le rang de f, et soit (ey,...,e,) une base de Im(f). Soit (e441,...,€m,) une base de S. Alors
(e1,...,€em) est une base de F. Soit € = (g1, ...,&n,) la base duale (qui est une base de F™*).

1Ici, “transposée” signifie que les colonnes de la matrice de f* sont les lignes de la matrice de f.
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Le sous—espace vectoriel A formé des éléments de F'* dont la restriction a Im(f) est nulle a pour
base (g741,.-.,&m). En effet, les formes linéaires &,.1,...,&,, sont clairement nulles sur Im(f), puisque
gj(e;) = 0 des que i < r < j. Réciproquement, si une forme linéaire [ : F' — K est nulle sur Im(f), on
al(er) = ... =l(e,) = 0 ce qui signifie que ses r premiére coordonnées (relativement & la base €) sont
nulles, et qu’elle est donc combinaison linéaire des forme linéaires €,41,...,€m.

Par ailleurs, A n’est autre que le noyau de f*. En effet, si f*(I) =0,onalo f =0, et donc [ est dans
A. Réciproquement, si [ est dans A, on alo f =0, et donc f*(I) =0.

La dimension de I'image de f* est m — dim(A), c’est & dire m — (m —r), c’est a dire r. QED

COROLLAIRE. Toute matrice (pas nécessairement carré) a le méme rang que sa transposée. QED

3 Mesures de volume.

DEFINITION. Soit E un espace vectoriel de dimension finie n # 0 sur un corps commutatif K, dans
lequel 2 est inversible. Une “mesure de volume” sur E est une application :

¥

E" K

telle que :
- (1) (z1,...,2n) — @(x1,...,2,) est linéaire par rapport a chacune des variables x1, ..., ,,
— (2) pour toute permutation o de n éléments, on a

@('ro(l)a s 7xa(n)) = Sgn(a)@(l‘h sy xn)
Vocabulaire : on dit aussi que ¢ est une “forme n—multilinéaire alternée”.

Intuitivement, il faut comprendre que ¢(x1, . .., Z,) mesure le volume et 'orientation du paralellépipede
construit sur les vecteurs x1,...,x,. Ce volume double par exemple si on double I'un des vecteurs. Par
ailleurs, le volume change de signe si une permutation des vecteurs en change 'orientation, ce qui est
détecté par la signature.

LEMME. Soit ¢ : E" — K une mesure de volume. Alors on a ¢(z1,...,x,) = 0, dés qu’il existe
i # 7, tels que x; = x;.

En effet, (2) appliqué avec la transposition qui échange i et j, montre que ¢(z1,...,,) est égal a son
opposé. C’est donc 0, puisque 2 est inversible dans K.

THEOREME. L’ensemble des mesures de volume sur E, est un K—espace vectoriel de dimension 1.

11 est facile de vérifier que la somme de deux mesures de volume sur E est encore une mesure de volume
sur F/; de méme que la multiplication d’une mesure de volume par un scalaire. Il s’agit donc d’un espace
vectoriel.

Donnons nous une mesure de volume ¢ sur E. Donnons nous par ailleurs une base (e1,...,e,) de E.
ieme
Soit (€1, -..,€xn) la base duale (de E*). Rappelons que la forme linéaire €; donne la 4 coordonnées d’un
vecteur dans la base (eq,...,e,). Précisément, on a, pour tout vecteur x de E :

x=ci1(x)er + ... +en(z)en.

Soient x1, ..., z, des vecteurs quelconques de E, on a donc (pour tout i) :

x; =e1(xi)er + ...+ en(zi)en.
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En remplacant les x; par ces valeurs dans l'expression ¢(z1,...,2,), et en utilisant la linéarité de ¢ par
rapport a chacun de ses arguments, on obtient :

Q0(1'1, sy xn) = Z 5i(1)(x1) . 'Ei(n)(xn)@(ei(l)v cee »ei(n))'
i€[n]ln]

n]

ot [n]I" est Pensemble de toutes les applications de [n] dans lui-méme.

Toutefois, d’apres le lemme, seuls les termes pour lesquels les entiers i(1),...,i(n) sont tous distincts,
ne sont pas nuls.

Pour ces termes, ¢ est une permutation (bijection) de ’ensemble [n]. Il nous reste donc la formule
suivante :

@(3717 (RS ITL) = Z Eo’(l)(‘rl) te EO’(’n)<xn)g0(eU(1)7 R eo’(n))7
oceP,

(ou P, désigne l'ensemble de toutes les permutations de [n]).

En utilisant (2), on obtient :

Q@1 ) = > $80(0)ea(1) (1) . - Ea(m)(@n)@(e1 - - €n).
oceP,

11 en résulte que ¢ est complétement déterminé par le scalaire ¢(eq,...,e,). Plus précisément, toutes
les mesures de volume sur E sont des multiples de la mesure de volume donnée par la formule suivante :

o1, ..., Tn) = Z sgn(0)ex(1)(Z1) - - - Eo(n) (Tn).
oeP,

11 est facile de vérifier qu’il s’agit bien d’une mesure de volume non nulle (faire z; = ¢;), c’est a dire
qu’elle satisfait les conditions (1) et (2).
L’espace des mesures de volume sur F est donc de dimension 1. QED

Remarque : La formule précedente montre que le volume d’une base n’est jamais nul, quelle que soit
la. mesure de volume utilisée.

4 Déterminant d’'un endomorphisme.

Soit f un endomorphisme de l'espace vectoriel E, c’est a dire une application linéaire :

f

E E.

On définit application f*™ de E™ vers E™ par :

M@y, ) = (f(21), -, fzn))-

Soit ¢ : E™ — K une mesure de volume non nulle sur F. Alors il est immédiat que ’application
composée p o f*™ est encore une mesure de volume sur E. Il résulte du théoréme précédent, qu’elle ne
peut étre qu'un multiple de ¢, c’est a dire qu’il existe un scalaire k unique, tel que :

gpofxn:kgo.
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Ce scalaire k est par ailleurs indépendant de ¢. En effet, si on remplace ¢, par une autre mesure non nulle
de volume, qui est nécessairement de la forme [y, pour un certain [ # 0 de K, on aura encore :

lpo f*" = klp.

Le scalaire k ne dépend donc que de f, et s’appelle le “déterminant” de f. Il est noté det(f).

Le déterminant de f mesure donc le facteur d’agrandissement que subissent les volumes quand ils
passent a travers f. En effet, si le paralellépipede construit sur z1,...,x, est de volume V (pour une
certaine mesure de volume ), son image par f, c’est a dire le paralellépipede construit sur les vecteurs
f(x1),..., f(z,), a pour volume det(f)V. Noter que le choix de ¢ ne joue pas, pourvu qu’on utilise la
méme mesure de volume au départ et a 'arrivée. C’est d’ailleurs pourquoi, cela a un sens de parler du
déterminant d’un endomorphisme (application linéaire d’un espace dans lui-méme) alors que cela n’a pas
de sens de parler du déterminant d’une application linéaire quelconque, méme si I'espace de départ et
d’arrivée sont de méme dimension.

LEMME. Le déterminant de I'application identique (de E) est 1, et si f et g sont deux endomorphismes
de F, on a :

det(g o f) = det(g) det(f).

En effet, la premicre assertion résulte immédiatement du fait que si id est I'identité de E, id ™ est
I'identité de E™.

Pour vérifier la deuxieme, choisissons une mesure de volume non nulle ¢. On a :
det(go flg = @ol(gof)*"
— (p o gXTL o fXTl
det(g)po f"
= det(g) det(f)p.QED

Noter bien que cette derniére égalité est intuitivement évidente, d’apres notre interprétation “volumi-
que”. Si f multiplie les volumes par un facteur det(f) et si g les multiplie par un facteur det(g), alors go f
les multiplie par un facteur det(g) det(f).

On voit par ailleurs que si (eq,...,e,) est une base de E, (e1,...,&,) la base duale, et si f est un
endomorphisme de F, on a :

det(f) = Z Sgn(o—)so(l)(f(el)) ce 'Eo(n)(f(en))'

c€EP,

11 suffit en effet de choisir pour ¢ la mesure de volume qui donne le volume 1 a la base (eq, ..., e,).

Quitte a permuter les facteurs dans I'expression €,(1)(f(€1))...€0m)(f(en)), cette formule peut se
réécrire :
det(f) = Y sgn(0)e1(feo-1(1)) - -Enlfleo1(n)));
cePy,
et comme Pensemble des inverses des permutations de [n] est le méme que ensemble des permutations
de [n], et comme sgn(oc~') = sgn(o) on peut encore écrire :

det(f) = Y sgn(0)e1(f(eow)) - - -En(f(€am))-

c€EP,

On en déduit facilement que f a méme déterminant que sa transposée f*. En effet, souvenons-nous que
-ieme

dans E*, les vecteurs de base sont €1, ...,&,, et que la i coordonnée d’'un vecteur [ de E™ relativement
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a cette base est I(e;). Autrement—dit, les e; et les ¢; échangent leurs roles quand on passe de E a E*. On
peut donc écrire :

det(f*) = > sgn(o)f*(e1)(€on)) - - F*(En) (€a(m));

ceP,

c’est a dire :
det(f*) = Z sgn(o)e1(f(eq(1))) - -en(flea(mn)))-

oeP,

On voit donc que :

LEMME.
det(f) = det(f™).
Remarque : Soit B = (eq,...,e,) une base d’un espace vectoriel E. Soit ¢ une permutation de [n].
Alors B = (€x(1)s- - - »€a(n)) est aussi une base de F, et le déterminant de la matrice de passage P de B a

B’ est la signature de o. En effet, soit f ’endomorphisme de E envoyant e; sur €o(i)- Sa matrice dans la
base B est (par définition de la matrice de passage) la matrice P elle-méme. On a donc det(P) = det(f),
et par ailleurs, apres avoir choisi une mesure de volume ¢ sur F :

det(f)@(elv"wen) = wofxn(elw"ven)
©(ea(1)s-++1Ca(n))
sgn(o)p(er, ... en),

ce qui montre que det(f) = sgn(o), puisque p(eq,...,e,) n'est pas nul.

5 Déterminant d’une matrice (carrée).

Soit M une matrice carrée n x n a coefficients dans K. Cette matrice représente un endomorphisme
bien déterminé de I'espace vectoriel K™. On peut donc définir le déterminant de la matrice M, comme le
déterminant de cet endomorphisme.

On peut aussi voir les colonnes de la matrice M comme des vecteurs de K™. Choisissons la mesure de
volume sur K™ qui donne le volume 1 & la base canonique. Notre systéme de vecteurs colonnes a alors un
volume, qu’on pourrait aussi appeler le déterminant de la matrice M.

Ces deux définition du déterminant d’une matrice donnent la méme valeur. En effet, 'endomorphisme
f dont il est question dans la premiere définition, envoie les vecteurs de la base canonique sur les vecteurs
colonnes de la matrice. Comme le volume de la base canonique est 1, le volume du systéme des vecteurs
colonnes est det(f). Les deux définitions sont donc équivalentes.

Il résulte immédiatement de la premiere définition que le déterminant de la matrice identité est 1,
et que le déterminant du produit de deux matrices est le produit des déterminants de ces matrices. Par
ailleurs, toute matrice carrée a méme déterminant que sa transposée.

Enfin, toute matrice dont deux colonnes (ou deux lignes) sont identiques, a un déterminant nul. Si
on permute les colonnes (ou les lignes) d’une matrice, on mutiplie le déterminant par la signature de la
permutation.
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6 Calcul pratique du déterminant.

Soit e = (eq, ..., ey) une base de E. Pour tout ¢ € [n], notons E; le sous espace vectoriel de E engendré
par les vecteurs :
€1y-+-,€i—1,€i41,---,€n,

c’est a dire tous les vecteurs de la base e, sauf le vecteur e;. Noter que ces vecteurs forment une base de
FE;, qu'on notera b;.

Soit ¢ la mesure de volume sur F pour laquelle le volume de la base e est 1. Pour chaque ¢, considérons
la fonction ¢; : (F;)"' — K définie par :

(pi(xla s 7xn—1) = (_1)i+1<p(eia T1y--- 7$n—1)~

Il s’agit clairement d’une mesure de volume sur F;. De plus c’est celle qui prend la valeur 1 sur la base
b;. Notons 7; la projection sur E; parallelement a e;. m; est donné par la formule :

mi(z) =z —g;(x)e;.

Soient maintenant des vecteurs x1,...,x, de E. On peut écrire, comme d’habitude :

x1 =¢e1(z1)er + ... +en(zr)en.

On a donc :

o(x1,2,...,2,) = Zsi(:cl)ga(ei, T2, ..., Tp)

Zgi(xl)W(eiaﬂ'i(xQ)v ()
= Z(—l)”lsi(gﬂl)gpi(m(mg), vy mi(Tn))

i
Si maintenant on considere la matrice M dont les colonnes sont les coordonnées des x; dans la base e,
on voit que ¢(x1,...,x,) n'est autre que det(M).

La matrice dont les colonnes sont les coordonnées dgs vecteurs m;(z2), ..., i(z,) dans la base b; est
clairement obtenue en rayant la premiere colonne et la '™ ligne de M. Notons M; cette matrice. On a
évidemment, par construction, ¢, (m;(x2),...,m(x,)) = det(M;). On a donc la formule suivante :

det(M) = " (=1)""ey(z1) det(M;),

i
qu’on appelle “développement du déterminant de M par rapport a la premiere colonne”.

On peut, d’'une manieére analogue développer le déterminant d’une matrice par rapport a I'une quel-
conque de ses colonnes ou de ses lignes.

D’un maniere générale, notons m,;(M) le déterminant de la matrice obtenue en rayant la '™ ligne
et la 5™ colonne dans M. m;;(M) s’appelle le “mineur” du coefficient a;; (se trouvant a la i'°™° ligne

et 7™ colonne de M).
L’expression (—1)i+jmij(M) sera notée c;;(M), et appelée le “cofacteur” du coefficient a;;.
Le déterminant de M peut s’écrire :

det(M) = a1;C1y + ...+ ApnjCnj,
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(développement par rapport a la 7°™¢ colonne), ou

det(M) = a;1¢i1 + ...+ AinCin,
(développement par rapport a la jieme ligne).

Exercice : Calculer le déterminant de la matrice suivante :

1 1+ V-5

V5 2V/5 V10

Ao | 1+VvE o V52 5+2V5
2V/5 2V/5 2v/5

Vi-vE Vet2vs 1
V10 2v/5 2

Pour toute matrice M notons M la matrice obtenue en remplacant chaque coefficient par son cofacteur.
Cette matrice sera appelée la “comatrice” de M. Les formules précédentes se combinent pour donner :

THEOREME. Pour toute matrice carrée M, on a :
EMM = det(M)I.
(ot I est la matrice identité).

En effet, les formules de développement ci—dessus, donnent le résultat pour les coefficients diagonaux.
Il reste & voir que les coefficients non diagonaux (dans le membre de gauche) sont tous nuls.

Le coefficient situé a la i®me ligne, %™ colonne dans le produit M M est obtenu & partir des coefficients
de la '™ ligne de *M et de la ™ colonne de M. Notons M’ la matrice obtenue en remplacant dans M
la i*™ colonne par une copie de la ™€, M’ est une matrice qui a deux colonnes identiques. Il s’en suit
que det(M’) = 0. De plus M et M’ ne different que par la i*m¢ colonne. Il en résulte que les matrices *M
et tM’ ont la méme iiémi’\ligne. En conséquence, notre coefficient est le méme que le coefficient a la jieme
ligne, 5'*™¢ colonne de ‘M’M’, qui est lui-méme égal au i*™¢ coefficient diagonal de ‘M’M’, c’est & dire
det(M'), c’est & dire 0. QED

Exercice : Calculer la comatrice de la matrice A de ’exercice précédent.

COROLLAIRE. Une matrice (carrée) est inversible si et seulement si son déterminant est inversible
(i.e. non nul).

Ceci résulte immédiatement du théoreéme ci—dessus. QED

Exercice. Montrer qu’une matrice a coeflicients entiers est inversible, avec pour inverse une matrice a
coefficients entiers, si et seulement si son déterminant est +1 ou —1.

LEMME. Le rang d’une matrice M (pas nécessairement carrée) est le plus grand entier p, tel qu’il
existe une matrice carrée p x p extraite’> de M, de déterminant non nul.

En effet, il suffit de montrer :

— (1) que 8’1l existe une matrice N, de taille p X p extraite de M, et de déterminant non nul, alors le
rang de M est au moins p,

— (2) que si le rang de M est p, il existe une matrice N, de taille px p extraite de M, dont le déterminant
est non nul.

2(est & dire obtenue en rayant des lignes et des colonnes de M.
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(1). Soient ci,...,cp les p colonnes de M qui contiennent la matrice extraite N. Soit m le nombre de
lignes de la matrice M, Considérons I'application m de K™ vers K?, qui oublie les coordonnées qui ne
correspondent pas a des lignes de la matrice extraite. Il s’agit d’une application linéaire. Le systeme de
vecteurs (m(c1),...,m(cp)) est libre dans KP, puisque le déterminant de N n’est pas nul. Il en résulte,
ainsi que de la linéarité de 7, que ¢y, ..., ¢, est un systéme libre de K™, et donc que le rang de M est au
moins p.

(2). Puisque le rang de M est p, on peut selectionner p colonnes cq,...,c, de M formant un systeme
libre de K™ (ot m est le nombre de lignes de la matrice M). On obtient ainsi une matrice C' & m lignes
et p colonnes, dont le rang est toujours p. D’apres un résultat précédent, le rang de la transposée ‘C est
aussi p. On peut donc selectionner p colonnes de *C', pour obtenir une matrice carrée D, de taille p x p, et
de rang p. Ainsi, le déterminant de D n’est pas nul, et la matrice ! D est une matrice carrée p x p, extraite
de M et de déterminant non nul. QED

LEMME. Soient a1, ...,a, des scalaires. On a :

2 n—1
1 a1 a7y ... of
1 ay a2 ... ay !

det | . . . . = H(aj —a;),
Do 2 : ) i<
ne

1 ap a a,

(déterminant de Van der Monde).

On procede par récurrence sur n, le cas n = 1 étant clair. Soit M la matrice obtenue en remplacant
a1 par la lettre x dans la matrice de 1’énoncé.

det(M) est alors un polynoéme en x, de degré au plus n — 1 (développement par rapport & la premiere
ligne), et dont le terme constant est le cofacteur du coefficient de la premiére ligne premiére colonne, ¢’est
a dire azas . ..a, det(M'), oun M’ est :

2 n—2
1 ay a; aq
2 n—2
1 a, a a,
Par ailleurs, as, ..., a, sont clairement racines de ce polynome. Le polynéme s’écrit donc :

k(ag —x)...(an — x),
ce qui montre que k = det(M").

En utilisant I'hypothése de récurrence (appliquée & M’) et en remplacant = par ai, on obtient le
résultat. QED

Exercice : Montrer que dans ’espace vectoriel réel des fonctions continues de R vers R, le systeme
(non dénombrable) de vecteurs (x — e**),cr est libre.



