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Notes du cours du 30 janvier 2012.

Le cours a commencé par un exposé rapide de la notion de somme amalgamée (carrés cocar-
tésiens). Se reporter a http://people.math. jussieu.fr/~alp/cours_2010.pdf pour cette
question.

1 Le théoréeme de van Kampen.

Dans toute cette section nous considérons un espace topologique X, deux ouverts U et V de
X couvrant X, et une partie A de U NV ayant au moins un élément dans chaque composante
connexe par arcs de U N V. Le théoreme de van Kampen nous explique comment calculer le
groupoide II(X, A) a partir du diagramme de groupoides

I(U,A) =—II(UNV,A) —=1I(V, A)
dont les fleches sont induites par les inclusions.
i 1 Définition.

e Siae€ A,be A, sio: [uyu+1] — X est un chemin de a a b dans X, et si n € N,

. . il i+ 0L

on note o' (ou o0;) la restriction de o a I'intervalle [u + oo Ut (Qn)] (ot bien siir

0 <i<2"—1). Le chemin ¢! sera appelé le « i*®™€ n-troncon » (ou « i'™® trongon ») de
o.

e On dira que le chemin o est « n-propre », si pour tout i, I'image de o}’ est incluse dans
U ou incluse dans V.

e Une homotopie h entre deux chemins o et T de X dea € A ab € A, est dite « n-propre »

A
si pour tout i (0 < i < 2" —1), h([O,l]x[Z Lt

o0 QTD est contenu dans U ou dans V.

Evidemment, ceci implique que les chemins o et T sont eux-mémes n-propres, et on dira

dans ce cas qu’ils sont « n-proprement homotopes ».

ww 2 Lemme. Pour tout chemin o : [u,u+1] — X dea€ Aabe A, il existen € N tel que o
soit n-propre. Si o est n-propre et si n < m, alors o est m-propre.



Démonstration. o~ (U) et o1 (V) sont deux ouverts qui recouvrent [u, u + I]. Par le lemme de

il i+ 1)1
Lebesgue, il existe n € N tel que chaque segment de la forme [u + 2%, U (i ;—n )
soit dans o~ (U) soit dans o~ (V). o est donc n-propre. La deuxiéme assertion est triviale. O

| soit inclus

i 3 Lemme. Si deux cheminsdea € Aabe A, o et T, sont homotopes, il existe n € N et une
suite finie o, ...,y de chemins de a a b tels que vy = o, v, = 7 et pour tout i (0 <i <k—1),
~; Soit m-proprement homotope a ;1.

Démonstration. Comme tout chemin n-propre est clairement n-proprement homotope a son

standardisé, on peut supposer que o et 7 sont standard. Soit h : [0,1] x [0,1] — X une

homotopie de ¢ : [0,1] - X a 7 :[0,1] — X (h(0,s) = a(s), h(1l,s) = 7(s), h(t,0) = a,

h(t,1) = b). h"1(U) et h=1(V) sont deux ouverts qui recouvrent [0,1] x [0, 1]. Il existe donc
7

1 )+ 1
d’aprés le lemme de Lebesque un entier n tel que tout carré de la forme [2%, 2+n ] x [2”7—”, J ;7_1 ]

soit inclus soit dans h~!(U) soit dans h ™! (V). Posons k = 2" et v;(s) = h(;—n, s). La conclusion

du lemme est alors satisfaite. |

1= 4 Lemme. Soit o un chemin n-propre dea € A ab € A, x une des extrémités d’un n-trongon
n
o, deo.

e Sioj est contenu dans U NV, il existe un chemin contenu dans UNV de x a un élément

de A.

e Si o} est contenu dans U (resp. V'), il existe un chemin contenu dans U (resp. V') de x a
un élément de A.

Démonstration. La premiere assertion est triviale, puisque chaque composante connexe par
arcs de U NV contient un élément de A. La seconde assertion requiert un raisonnement par
récurrence sur i. Si i = 0, le trongon og a pour origine un élément de A ce qui résoud le
probléme que x soit I'origine ou 'extrémité de o¢. Si le résultat est acquis pour le trongon o;_1,
le probléme est trivial si x est I'origine de o;. Si x est 'extrémité de o; il suffit de concaténer
un chemin de U reliant l'origine de o; a un élément de A a o; lui-méme. a

= 5 Théoréme. (théoréme de van Kampen) Le carré de morphismes de groupoides (dont les
fleches sont induites par les inclusions)

(U NV,A) —=TI(U, A)

i| s

II(V, A) II(X, A)

est cocartésien.



Démonstration. Soit G un groupoide, ¢ : II(U, A) — G et ¢ : II(V, A) — G deux morphismes
de groupoides tels que le diagramme (en traits pleins)

(U NV, A) ——~TI(U, A)

soit commutatif. Il s’agit de montrer qu’il existe un unique morphisme de groupoides 6 :
(X, A) > Gtelque ok =pet ol =1

Si a est un objet de II(X, A), c’est-a~dire un élément de A, on a ¢(a) = p(i(a)) = ¥(j(a)) =
¥(a). On pose donc 6(a) = p(a) et le diagramme ci-dessus est commutatif sur les objets.
L’unicité de @ sur les objets résulte de l'injectivité de k sur les objets.

Pour la suite de la démonstration, nous simplifions 1’écriture en écrivant Chem(X, A) au lieu
de F1(Chem(X, A)) et G au lieu de FI(G). Afin de définir 6 sur les fleches de II(X, A), on
va d’abord définir une application © : Chem(X, A) — G puis on montrera que O passe au
quotient pour donner 'application 6 : II(X, A) — G cherchée.

Affirmation : Il existe une application © : Chem(X, A) — G telle que (pour tous o et o’ de
Chem(X, A)) :

O(o) = ¢([o]) si o est contenu dans U,
O(c) = ¢([o]) si o est contenu dans V,

O(oxc’) = ©(0)O(0') si o est concaténable a o' (ot la composition de G est notée par
simple juxtaposition),

O(0) = O(d’) si o est homotope a o'
De plus, © est unique, mais ce fait ne nous servira pas.

Notons d’abord que si un chemin o € Chem(X, A) est contenu dans U NV, on a [o] = i([o])
et [o] = j([o]), donc ¢([o]) = 1([o]). Les deux premiéres conditions sont donc compatibles. On
utilisera cette propriété plusieurs fois.

Soit ¢ : [u,u + 1] — X un chemin quelconque de Chem(X, A). Soit n € N tel que o soit
;—i) (t=1,...,2" — 1), soit 7;* (aussi
noté 7;) un chemin de z; & un point a; de A, tel que 7; soit dans U NV si a; € U NV, sinon
dans U (resp. V) si o; € U (resp. V) (lemme 4 (page 2)). On définit de plus les chemins 7
et Ton comme constants (et standard) respectivement en a et en b. Sur la figure ci-dessous, on
a A= {a,a2,b},n =2, a=ay = ai, ag = ag, b = a4 et les chemins 7y et 74 ne sont pas
représentés puisque constants respectivement en a et b.

n-propre (lemme 2 (page 1)). Pour chaque x; = o(u +



Pour chaque i (0 < i < 2" —1), posons 7" = (77) 'xol%7l 1. 7" (aussi noté 7;) est un chemin

reliant deux éléments de A, et il est contenu soit dans U, soit dans V, ce qui impose la valeur
de © sur chaque ;. Si y; est dans U NV, sa valeur est obtenue indifféremment via ¢ ou via .
Par ailleurs, o est homotope a ~px...xy2n_1. Les conditions de l'affirmation entrainent donc
I'unicité de ©, puisqu’on devra avoir O(c) = O(vp) ... O(yan_1).

Bien que O(;) dépende en général des choix de 7; et de 741, ©(0) ne dépend pas de ces choix.
En effet, remplagons I'un des 7; (1 < ¢ < 2" — 1, puisque 79 et 7on étant constants, ils ne sont
pas 'objet de choix) par 7/, ce qui transforme ~;_1 et 7; en 7/_; et .. Supposons par exemple
0;—1 (donc aussi ;1 et 'yZ’»_l) dans U et o; dans V. On a, en remarquant que 7'[1*7'{ est un
élément de Chem(X, A) contenu dans U NV, et en utilisant le fait que 7/x7/ “est homotope
a un chemin de longueur nulle :

0(1i-1)0(vi) = @([vi—1)¥([vl)

[
= 90([7-1'—11*01 7] )([ T 1*‘7%*Tz+1])
= 90([7[_11*01 7] )([r; 1*7' *T] I*O'i*Ti+1])
= ([ o) D ([r xoixriga])
= Al b o)
= o([r_*oi_1xr) (7! *O'Z*TZ_H

— (/oM

On traite de maniere similaire le cas ou o;_1 est dans V et o; dans U et les cas ou tous deux
sont dans U ou tous deux sont dans V. On a donc montré que (o) défini par la formule
O(c) =O0(7) - .-O(y2n-1) ne dépend pas des choix des 7;.

Pour voir que O(o) ne dépend pas de n, il suffit de montrer que sa valeur est invariante quand
on remplace n par n + 1. Or ceci revient a remplacer dans la formule définissant ©(o) chaque
O(v;') par @('ygfl)@(yglfl) Si on suppose par exemple o; dans U, 'y”“ et 'yngrll sont tous les
deux dans U, et on a

O(hemstl) = 90([752“]) (a0
90([’721 *721—4—11])
(([

)

O (i)



L’application © : Chem(X, A) — G est donc bien définie. Il reste & montrer qu’elle satisfait les
conditions de 'affirmation. Les deux premieres sont clairement satisfaites par la construction
méme de O. Pour la troisiéme, prenons un n assez grand pour que o et ¢’ soient n-propres.

Alors g%’ est (n+1)-propre, et la formule définissant © montre immédiatement que O (oxo”’) =
O(0)O0(a").

D’apres le lemme 3 (page 2), il suffit de montrer la derniére propriété pour des chemins o :
[u,u+1] — X et o’ : [x,2 + k] — X n-proprement homotopes. Soit h une homotopie n-propre
il '
on
ci-dessus permettent de définir les 7; et les 7 qui servent a définir ©(c) et ©(c”). Notons §; le

i
de o & o'. Posons x; = o(u+ —) et y; = o'(z + Z—n) Introduisons les 7; et 7/ qui comme

chemin ¢ — h(t, i) (qui va de x; & y;).
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Noter que g et don sont des chemins constants. Posons p; = ogx. . .*Ji_l*di*ag*. . .*aén_l. 11
suffit de montrer que ©(u;) = O(pi+1) (0 < i < 2" — 1). Supposons par exemple que le carré
gris sur la figure ci-dessus soit dans U. Il en est alors de méme de 7; et 7;, ;. D’apreés la troisiéme
propriété de 'affirmation, on a

O(n)) = O()-.. @('yi_l)@(Ti_l*éi*T{)@('yz{) OV y)
Opit1) = ©(0).--O()O(T 1 ¥0ir1%7711)O(i41) - - O(Yhn_1)

7 Yxo k0 1xm 1))

Or, on a
O(r, %610 = [y *xri]) (1))
= o([r; *0ix7x])
= @E{T{ *0xoixT] 1))

I
©

@(7@)@(7’&_11*(52'4_1*7'{_’_1)
On a donc terminé la preuve de 'affirmation. L’existence de 6 telle que ok = ¢ et fol = 1) en
résulte immédiatement, de méme que le fait que 6 est un morphisme de groupoides. L’unicité de
0 résulte du fait que pour toute fleche [o] de II(X, A), il existe des chemins ~,. .., chacun
contenu dans U ou dans V et & extrémités dans A, donc chacun dans II(U, A) ou II(V, A),
tels que [o] = [Yo]*...*[v], car ceci implique que 0([c]) = 6([70]) .- O0([k]), et bien sir € est
déterminé sur les [y;] & cause des relations ok = p et ol = ). 0



