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Dans ce texte, toutes les affirmations non justifiées sont a considérer comme des exercices.

Notons F 'un des corps R (réels), C (complexes), ou H (quaternions). ¢ représentera la dimension de
F sur R, c’est a dire, respectivement 1, 2 et 4.

1 Fibrés localement triviaux.

Définition 1 Une application continue m : E — B est un kaﬁbré vectoriel localement trivial, si pour
tout x € B, 7 (x) (la fibre au dessus de x) est un F—espace vectoriel et s’il existe des ouverts U; (i € I)
recouvrant B, et des homéomorphismes ; : 7T_1(Ui) — U; X Fk, tels que :

e pryty; =7 (en restriction o 7 ~(U;)),
o pour chaque x € U;, pryth; : w1 (x) — F* est un isomorphisme F-linéaire.

L’expression “fibré vectoriel” signifiera désormais fibré vectoriel localement trivial, chaque fibre étant
un F-espace vectoriel de dimension finie.

Les U; de la définition ci-dessus sont appelés des “ouverts trivialisants”. Un fibré w : E — B est dit
“trivial” si B lui-méme est un ouvert trivialisant. L’homéomorphisme v; : Wﬁl(Ui) — U; x F* est appelé
une “trivialisation” du fibré au dessus de U;.
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On utilisera d’autres fibrés (non vectoriels). La définition est essentiellement la méme, sauf que F* est
remplacé par une paire topologique (F, F’) (F' est parfois vide), et évidement on ne demande plus que
les ; soient linéaires sur chaque fibre.

Soit f : B — B’ une application continue. Soit 7’ : B/ — B’ un fibré. Le fibré induit par 7’ le long
de fest m: E— B,ou:
E={(z,y)e BxE"| f(z)=7"(y)},

et ou m(z,y) = z. La topologie de E est celle induite par la toplogie produit sur B x E’. Le couple (f, f),
ol f E — E’ est défini par f (z,y) =y, est un morphisme de fibrés, qui est un isomorphisme sur chaque
fibre.

Un fibré qui est trivial au dessus d’'un ouvert U peut étre trivialisé de différentes manieres. En effet,
donnons—nous une application continue 6 : U — GL(Fk). On peut alors considérer la composition :
U x Fk7

T (U) U x F¥

ou ¢ trivialise le fibré au dessus de U, et ou A(x,y) = (z,0(z)(y)). C’est clairement une autre trivialisation
du fibré au dessus de U. Réciproquement, si 1 et 7’ sont deux trivialisations d’un fibré au dessus de U,
I’application 6 :

= (y = propt ™ (z,y))
(qui est continue) envoie U dans GL(F¥). Tl est clair que deux trivialisation au dessus de U “different”
par une unique application continue 6 : U — GL(Fk ), qu’on appelera leur “différence”. La différence 6
entre la trivialisation v et la trivialisation v’ est caractérisée par I’équation :

Y(2,y) = (,0(x)(pra¥' (2, y))).
2 Fibrés induits et invariance homotopique.

4

Lemme 1 Soitw: E — BXxI (ou 1 =[0,1]) un fibré vectoriel, qui est trivial au dessus de B1 = Bx[0 5

1
et au dessus de By = B x [5, 1]. Alors il est trivial au dessus de B x I.

Le résultat est immédiat quand les trivialisations au dessus de B; et de By sont égales au dessus de
B1NB,. 11 suffit donc de se ramener a ce cas. Soit § : BiNBy — GL(Fk) la différence entre la trivialisation

1
provenant de B; et celle provenant de By. On peut prolonger 6 & By en posant (pour ¢ € [5, 1)) :

0(z,1) = 0(x, %).

Ceci permet de changer de trivialisation au dessus de Bsy, et de satisfaire la condition demandée. O

Lemme 2 Soit m: E — B X I un fibré vectoriel. Alors, pour chaque x € B, il existe un voisinage U de
x dans B, tel que le fibré soit trivial au dessus de U X I.

Pour chaque t € I, choisissons un pavé ouvert U; x I; de B x I au dessus duquel le fibré est trivial, et

kE k+1
contenant (z,t). Par compacité de I, il existe un entier n, tel que chaque intervalle [—, L] (0<k<n)
n

soit contenu dans un I;, (lemme de Lebesgue). Posons :

n—1
U= (U,
k=0

n — 1 applications du lemme précédent donnent le résultat. O
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Théoréme 1 Soit m : E — B X I un fibré vectoriel, ou B est paracompact. Soit p: B x I — B x I
Uapplication définie par p(x,t) = (x,1). Alors les fibrés m et p*(m) sont isomorphes.

Nous traitons le cas ou B est compact. Le lemme précédent permet de recouvrir B par des ouverts U;
tels que le fibré soit trivial au dessus de U; x I. Par compacité de B, on peut supposer la famille des U;
finie, et se donner, pour chaque 4, une fonction continue \; : B — [0, 1], dont le support (i.e. A™*((0,1]))
soit contenu dans Uj, et telles que pour tout = de B, on ait :

sup A;(z) = 1.

il
(Une telle famille s’appelle une “enveloppe de 1'unité”). Pour chaque 4, considérons lapplication «; :
B x I — B x I, définie par :

ai($7 t) = (LL', Sup(ta )\z(x>))

«; est I'application identique en dehors de U; x I. De plus, si & est un fibré au dessus de B x I qui est
trivial au dessus de U; x I, alors le fibré o (§) est encore trivial au dessus de U; x I et est isomorphe & &.

On peut composer les «; (dans un ordre quelconque). Notons « cette composition. Alors o™ () est
isomorphe a m, mais par ailleurs, il est clair que @ = p. Pour le cas ou B est seulement paracompact,
incorporer délicatement un zest de Zermelo. O

Corollaire 1 Soit m : E' — B’ un fibré vectoriel. Soient f,g : B — B’ deux applications continues
homotopes, ot B est supposé paracompact. Alors les fibrés f*(m) et g*(w) sont isomorphes. O

3 Grassmanniennes et fibrés universels.

Soit E un F-espace vectoriel de dimension finie n. Notons G, (E) ’ensemble des sous—espaces vectoriels
de dimension k de E. G (FE) est appelé une “grassmannienne”.

A chaque décomposition de E en une somme directe de sous—espaces, £ = K@ H, avec K de dimension
k et H de dimension n — k, on peut associer une application ¢ g de L(K, H) vers Gi(E), comme suit :

[ —yxa {z+f(z)|ze€ K}

Cette application est clairement injective, et son image est formée de tous les sous—espaces de dimension
k de E qui sont des supplémentaires de H. On voit donc que les images des ¢ g g recouvrent Gy (FE).

Munissons G (F) de la topologie finale pour la famille des applications ¢ g g. En d’autres termes, une
application g de G (FE) vers un espace topologique X est continue si et seulement si tous les composés
gp i sont continus.

Les ok g forment un atlas, qui fait de G (E) une variété différentiable de dimension k(n — k). Noter
que si k = 1, G(F) n’est autre que ’espace projectif associé a E.

Considérons maintenant le sous—espace suivant du produit G, (E) x E :
Ey(E)={(V,z) e Gx(E)x E |z € V}.

On a une projection 7 : E(E) — Gp(F), définie par n(V,z) = V. Alors, m est un fibré vectoriel
localement trivial. En effet, notons Oy 'ouvert qui est I'image de px g (cet ouvert ne dépend pas de K,
car il est formé de tous les supplémentaires de H). 7' (Op) n’est autre que Pensemble {(V,z) | HOV =
E,x € V}. Un supplémentaire K de H étant choisi, on peut considérer la projection p sur K parallelement
a H. L’application (V,z) — (V,p(z)) est alors un homéomorphisme de 7~ (Og) vers Oy x K, qui commute
avec les projections sur Oy.
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Le fibré que nous venons de construire sera noté vy, et appelé “fibré universel”. Ses fibres sont de
dimension k (sur F).

On note G, ou G¢° la limite inductive des G (F"), qu’on appelle “grasmannienne infinie”. On a encore
un fibré v, sur cet espace (dont I'espace total est la limite inductive des Ey(F")).

Noter que G}° est un espace paracompact. Ceci résulte du théoreme de Miyazaki : Tout CW-complexe
est paracompact (Tohoku Math. J. 4 (1952) 309-313).

4 Applications de Gauss.

Définition 2 Soit 7 : E — B un F¥—fibré vectoriel. Une application de Gauss pour ce fibré est une
application continue g : E — F", qui est linéaire injective sur chaque fibre.

11 est clair que si une application de Gauss & valeurs dans F"* existe, alors il en existe a fortiori a valeurs
dans F™, pour m > n. Par ailleurs, pour un F¥*—fibré vectoriel, une application de Gauss & valeurs dans
F* existe si et seulement si le fibré est trivial.

Lemme 3 Pour tout kaﬁbré vectoriel m : E — B sur une base B compacte, il existe un entier n, et
une application de Gauss a valeurs dans F".

Recouvrons B par une famille finie d’ouverts (U;);em (ot m = {0,...,m — 1}) au dessus desquels le
fibré est trivial (via une trivialisation ;). Soit (A;);em une partition de 'unité associée & ce recouvrement.
Envoyons alors 'espace total E du fibré dans @ F* (qui s’identifie & ka), comme suit :

i€Em
y = (Qo(m())prato(y), - -, Am—1(m(y))Pratm-1(y))
Cette application est clairement continue, et linéaire et injective sur chaque fibre. O

Notons ¢ : Gx(F") — Gi(F" & F") l'application (dite “canonique”), qui envoie le sous—espace V
(de dimension k) de F", sur le sous—espace V @ 0, et notons ¢’ celle qui envoie V sur 0 ¢ V. Alors
¢ et ¢ sont homotopes. En effet, pour ¢ € [0,1], envoyons F" dans F" @ F" par l'application z
(1 —1)(2,0) +t(0,2). Cest clairement une application linéaire injective. Elle induit donc une application
% Gr(F") — Gr(F" @ F", qui est 'homotopie cherchée. Dans la suite nous identifions F" @ F" avec
F-".

Lemme 4 Soient f,g : B — Gi(F") deux application continues, telles que les fibrés f*(vi) et g™ (V)
soient isomorphes. Alors, les applications of et og (ot ¢ : G(F") — Gr(F*™) est Uapplication cano-
nique) sont homotopes.

Comme ¢ et ¢’ sont homotopes, il suffit de prouver que ¢ f et ¢’g sont homotopes. Soit &/ + I'espace total
de f*(vk), et E4 'espace total de g*(y%). On a les fleches f : Ef — F" et g : E;, — F™ provenant des
morphismes canoniques, qui sont linéaires injectives sur chaque fibres. Soit 6 : £y — E,; I'isomorphisme

qui nous est donné entre les deux fibrés. Pour ¢ € [0, 1], considérons I'application suivante, de Ef vers
F2" .

y = (L=1)f(y),tg0(y))-
C’est une application continue, linéaire et injective sur chaque fibre du fibré f* (7). Elle induit donc une
application continue h; de B vers Gy (an), dépendant continuement de t. C’est I’homotopie cherchée. O
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Théoréme 2 Soit B un espace paracompact. Alors lapplication :

(B, G Vect®(B),

qui envoie la classe d’homotopie de f: B — Gy° vers la classe d’isomorphisme du fibré f*(yi), est une
bijection. O

5 Théoreme de Leray—Hirsch.

Soit 7 : (E,E') — B un fibré “en paires” localement trivial de fibre (F, F’). On pose 7'~ '(z) =
77 (z) N E'. Pour tout  de B, on note j, : (7 *(z), 7'~ !(x)) — (E, E') 'inclusion de la fibre au dessus
de z dans ’espace total.

Définition 3 On appelle “trivialisation cohomologique” de 7, une application linéaire homogéne de degré
0,0: H(F,F') — H*(E,E"), telle que pour tout x de B, le composé j:0 soit un isomorphisme.

Théoréme 3 (Leray-Hirsch) Soit m : (E,E’) — B un fibré localement trivial de fibre (F,F’). Soit
0 : H*(F,F') — H*(E,E') une trivialisation cohomologique de ce fibré. Soit (by,...,bx) une base de
H.(F,F") comme k-module (faite d’éléments homogénes). On remarque qu’alors H*(F, F") est le dual de
H.(F,F"), et on note (bj,...,b}) la base duale. Alors les applications :

HAEE) —S v H(B)® H(FF)
H*(B)® H*(F,F") il H*(E,E")
définies par :
k
o) = S m (o) ~x) @b
i=1
P(ey) = 7(z)—0(y)

sont des isomorphismes.

Etape 1. ® est un isomorphisme quand le fibré est trivial et quand B est connexe par arcs. 11 suffit dans
ce cas, de montrer que ® est un isomorphisme pour le fibré pry : B x (F, F’) — B, qui est isomorphe &
7: (E,E") — B. La formule de Kiinneth pour I’homologie de B x (F, F’) se réduit & I'isomorphisme :

H.(B) ® H,(F,F') H.(B x (F,F")).
11 suffit donc de montrer que  ® y — ®(x x y) est un automorphisme de H.(B) ® H,.(F, F").

Comme 6 envoie H*(F, F') dans H*(B x (F, F")), et comme on a I'isomorphisme (formule de Kiinneth
pour la cohomologie, qui s’applique ici car H*(F, F") est de type fini) :

H*(B) @ H*(F,F") H*(B x (F,F")),

on voit qu’on peut écrire, pour tout y de H*(F, F'), en tenant compte de H°(B) =k :

0(y) =1 x A(y) + pu(y),

o u(y) est lui-méme de la forme Zak x by, avec |ag| > 0, et donc |b| < |y|. Notez par ailleurs, que A

k
est un automorphisme de H*(F, F’), car § est une trivialisation cohomologique, et j*0(y) = A(y) (la fibre

au dessus de z étant identifiée & (F, F')).
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En conséquence, 'application z ® y — ®(z x y) est la somme des deux applications suivantes :

k
r@y — Zprl*((lxA(b}f))A(xxy))@?bj

k
@y =@ Y pry(ub]) ~ (zxy) @b
j=1

k
o(z@b;) = pry,(zx (AB;) ~ b;) @b
j=1

k
= )z @b (bi)b;

ou A, : H,(F, F’) — H.(F, F’) est ’automorphisme dont A est le transposé. ®¢ est donc 1 ® A,, c’est—
a—dire un automorphisme.

Par ailleurs, ®; est nilpotent pour une simple raison de degré. Il en résulte que ® est un isomorphisme.

Etape 2. ® est un isomorphisme quand le fibré est trivial. On n’a plus ’hypotheése de connexité par
arcs. On se ramene au cas précédent en décomposant B en I'union disjointe de ses composantes connexes
par arcs.

Etape 3. ® est un isomorphisme quand le fibré est de type fini. 11 suffit d’utiliser la suite exacte de
Mayer-Vietoris.

Etape 4. ® est un isomorphisme. 11 suffit de passer a la limite inductive.

Etape 5. ®' est un isomorphisme. On peut définir un morphisme de complexes ® comme suit :

C.(E,E") C.«(B)® H.(F, F'),

par la formule :
k
B(x) =Y m(0(b]) ~x) ® by,
i=1

on 6 : H*(F,F') — C*(E,E') induit 6 : H*(F,F') — H*(E,E’). On a montré que ® induit un
isomorphisme en homologie. On peut alors considérer le composé suivant :

—x

C*(B) ® H*(F, F') Hom(C,(B) ® H,(F, F'),k) Hom(C, (E, E'), k)

ou la fleche de gauche est un isomorphisme, et ou la fleche ®" induit un isomorphisme en homologie par
la formule des coefficients universels. On voit donc que ce composé induit un isomorphisme en homologie.
1l suffit donc de prouver qu’il induit ®'. Pour y € C*(B), et z € C.(E,E’), on a :

DAy eb)(z) = (yob)e()
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or, quand y est un cocycle, la classe de cohomologie du cocycle 7*(y) — 6(b}) est clairement ®' (7 ® b),
ou g est la classe de cohomologie du cocyle y. O

Corollaire 2 Soit 7 : (E,E') — B un fibré localement trivial de fibre (F, F'). Soient ay,...,a, des
éléments de H*(E, E'), dont les restrictions a chaque fibre forment une base de la cohomologie de cette
fibre. Alors H*(E, E") est un H*(B)-module libre (via ©*), de base ay,...,a,. En particulier, sin # 0,
™ est injectif. O

6 Classe de Thom, classe d’Euler et suite de Gysin.

Considérons un fibré 7 : (E, E') — B, localement trivial dont la fibre est (F",F" — {0}), provenant
d’un F"fibré vectoriel. Une trivialisation cohomologique pour un tel fibré est une application :

H*(F", F™ — {0}) H*(B,E).

Or, H*(F",F" — {0}) est isomorphe & k avec un générateur canonique w* (de dimension cn). La condi-
tion de trivialisation cohomologique dit que la restriction de (w™) & chaque fibre est un générateur de
la cohomologie de cette fibre. Si une telle trivialisation cohomologique existe, le fibré est donc orienté
(relativement aux coefficients k). Réciproquement, tout fibré orientable de fibre (F",F" — {0}) possede
une trivialisation cohomologique (c’est pratiquement la définition de “orientable”).

Définition 4 La classe de cohomologie 0(w*) € H*(E, E'), notée par la suite U, s’appelle la “classe de
Thom” du fibré m, et la classe s*j*(Uy) € H*(B), ou j est Uinclusion de E dans (E,E') et s la section
nulle de 7, est appelée la “classe d’Fuler” de .

Théoréme 4 Pour tout (F",F" — {0})-fibré 7 : (E, E’') — B, orientable (relativement d k), on a la
suite exacte (dite de Gysin) :

, - A * , Y )
. Hi(B) —< Hiten(B)y — L, piten(gyy H*(B) — ...
ot e — représente le produit par la classe d’Euler.
Considérons le diagramme :
7 €~ i+cn 71'* i+cn / w i+1
H'(B) H'™"(B) H'™"(E") H'™"(B)
® * 1 2

HiJrcn(E, E/) H1+Cn(E) Hi+cn (E,) Hi+cn+1 (E, E/)

dans lequel la suite inférieure est exacte, comme suite exacte d’une paire, o ¢ est donné par la formule :
p(z) = ¢'(z@w"),

qui en fait un isomorphisme (appelé isomorphisme de Thom), et o 9 est tel que le carré de droite est
commutatif. La commutativité du carré central étant claire, il reste & prouver celle (au signe pres) du
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carré de gauche, les fleches verticales étant des isomorphismes. Or,

7 (575" (Ux) — )
= 78" (Ux) — 7" (x)
= J'(Ux) — 7" (x)

= ' (z) — j(Ur)

= 2j°(7"(z) — Ur)

= (7 (z) — 0(w"))
= +j"®(z@w*). O

(e — x)

7 L’algebre de cohomologie de I’espace projectif.

L’espace projectif FP*~! est la base du fibré universel 1. Si on note E l’espace total de ce fibré, on
peut considérer le complémentaire E’ de la section nulle. E’ est clairement homéomorphe FF— {0}, qui
a le type d’homotopie de la sphere S°*~1. FP*~! étant connexe par arcs (méme si k = 0), on voit que
H(FP"™!) = k. La suite exacte de Gysin nous donne :

(4 , e — ; "
Hz(FPk—l) Hz-‘rc(FPk—l)

Hi+c—1(sck—1) Hi—i—c(sck—l)

On en déduit aisément que :

_ kle]

H*(FPF 1) = ==

(Pt = =<

aussi bien dans le cas F = R et k = Z/2Z, que dans le cas F = C et k = Z, que dans le cas F = H et
k="7.

8 Le fibré projectif associé.

Soit 7 : E — B un FF—fibré vectoriel. On notera ¢ : P — B le fibré obtenu en remplacant chaque
fibre par l'espace projectif associé. Il s’agit d’un nouveau fibré localement trivial ayant FP*~! pour fibre.
En effet, les ouverts qui trivialisent le fibré 7 trivialisent aussi ce nouveau fibré.

Le fibré en droites canonique ¢ : E' — P est défini comme suit. E’ est I’ensemble des couples (z,v),
ouxz € Petolly€ x (ceci aun sens car x est une droite vectorielle dans une fibre de 7). Il s’agit d’un
fibré en droites localement trivial.

Lemme 5 Soit e € H°(P) la classe d’Euler du fibré ¢. Alors 1,e,€?,...,e*™! forment une H*(B)-base
de H*(P). De plus la projection § : P — B induit une injection en cohomologie.

Il suffit d’appliquer le théoréeme de Leray—Hirsch, et pour cela de vérifier que les restrictions de
l,e,...,e"1 & chaque fibre F, = 5_1(95) de ¢ donne une F-base de la cohomologie de F,. Mais ceci
est immédiat par naturalité de la classe d’Euler, puisque ces restrictions sont 1,¢’,...,¢’*™1 ot ¢’ est la
classe d’Euler du fibré en droites universel sur 1’espace projectif F,.. L’injectivité de £* en résulte. O

9 Principe de scindement.

Dans toute la suite, la cohomologie sera & coefficients dans Z/2Z si F = R, et & coefficients dans Z
sinon. Un fibré est donc toujours orientable relativement & ces coefficients.
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Définition 5 Soit 7 : E — B un F¥—fibré vectoriel. Une application continue f : X — B est appelée
“application de scindement” pour ce fibré, si :

o le fibré f*(m) est une somme de Whitney de fibrés en droites,
e [application induite par f en cohomologie est injective.

Lemme 6 Pour tout F* —fibré vectoriel m : E — B sur une base paracompacte, il existe une application
continue £ : X — B, telle que £*(w) soit la somme de Whitney d’un fibré en droite et d’un FF* 1 fibre,
et induisant une injection en cohomologie.

Prenons pour ¢ la projection du fibré projectif associé a 7. I suffit alors de choisir un supplémentaire*
du sous—fibré en droites ¢ construit précédemment, pour voir £*(7) comme la somme de Whitney d’un
fibré en droites et d'un F¥~'—fibré. Par ailleurs, on a déja vu que ¢ induit une injection en cohomologie. O

Théoréme 5 Tout F* —fibré vectoriel sur une base paracompacte a une application de scindement.

Il suffit d’appliquer le lemme précedent k£ — 1 fois. O

10 Cohomologie de la grassmannienne infinie.

Considérons, sur (P>)* le fibré pri(y1) ®... @ pri(71). Ce fibré a une application classifiante, unique
a homotopie pres :

©
P>® x...x P*®

GY.
Lemme 7 L’application © ci—dessus est une application de scindement pour le fibré universel yy,.

Il y a juste a prouver qu’elle induit une injection en cohomologie. Soit g : X — GF° une application
de scindement pour le fibré universel v, sur Gi°. Alors ¢"(vx) = & @ ... ® &. Pour chaque i, soit
h; : X — P une application classifiante pour le fibré &;. Les applications h; donnent une application
h:X — (P®)¥ telle que

§@... & =h"(pr](n) ®...®pri(n)).

Le membre de droite de cette égalité est isomorphe a (Oh)*(yx). Il en résulte que Oh est homotope a g,
et donc que h*©* = ¢g* en cohomologie. L’injectivité de ©* en résulte. O

On a donc l'application injective :

@*

HY(GYY) H*((P)").

qui est aussi un morphime d’algebres.

L’algebre de cohomologie H*((P>)*) est le produit tensoriel de k exemplaires de I’algébre de cohomo-
logie H*(P°) (par la formule de Kiinneth). C’est donc une algebre de polynomes sur les lettres y1, . . ., Y,
ou chaque y; est de degré ¢ (et est la classe d’Euler du fibré pr; (v1)).

Soit o une permutation de k éléments. On a une application induite o : (P*)* — (P*)¥. Le fibré
o (pri(m) ®...®pri(y1)) est isomorphe (car identique) au fibré pri(y1) @ ... ® pri(v1). Il en résulte que
les applications © et O sont homotopes, et donc que 'image de © est contenue dans la sous—algebre de
H*((P>)*) formée des polynomes symétriques.

IPour construire un tel supplémentaire, sur une base paracompacte, construire une struture euclidienne ou hermitienne
sur le fibré, et prendre l'orthogonal du sous—fibré en droites.
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Théoréme 6 L’image de ©OF est exactement la sous—algébre des polynomes symétriques.

Il suffit de montrer qu’en chaque degré lalgebre H*(G°) a la méme dimension (sur F) que la
sous-algebre des polynémes symétriques dans H*((P>)¥). On sait que la sous-algebre des polynomes

symétriques dans F[yi, . .., yx] est Palgebre libre sur o1, ..., 0%, o 01, . . ., 0% sont les fonctions symétriques
élémentaires des y1, . .., yg. Il suffit donc de montrer que H*(G°) est une algebre (commutative) libre sur
des générateurs cy,...,ck, ol ¢; est de degré ic.

Le résultat est déja connu pour k = 1 (algebre cohomologie de 'espace projectif). Procédons par
récurrence sur k. On sait déja que H*(GY°) est une algebre inteégre, car isomorphe & une sous—algebre
d’une algebre de polynomes.

L’espace total Ey du fibré en sphéres associé au fibré universel v, s’identifie & I’ensemble des couples
(V,x), ou V est un sous—espace de dimension k dans F*°, et 2 un vecteur de norme 1 appartenant & V. Fy
se projete sur la sphere S par 'application (x, V') — z. Cette projection est un fibré localement trivial,
dont la fibre au dessus de x est ’ensemble des sous—espaces de dimension k de F°° qui contiennent x. Cet
ensemble s’identifie & G}~ ;. Comme la sphere S est contractile et paracompacte, £y lui-méme a le type
d’homotopie de G2 ;. La suite exacte de Gysin s’écrit alors :

*

p v

~— e

— HI(GY) ik (GR) HHH(GR2,) HHHGE) — ..

Comme la classe d’Euler e du fibré universel v, n’est pas nulle?; et comme l'algébre H*(G5°) est
integre, la multiplication par la classe d’Euler est injective. Il en résulte que ¥ est nul, et qu’on a la suite
exacte courte : «

* (e'e) ~ € * oo * o0
0 — H*(GY) H*(GY) H*(GyZ,) — 0.

Comme, par hypothese d’induction, 'algebre H*(G3° ) est libre, p* admet une section qui est un
morphisme d’algebres. Le degré de e étant positif (k > 0), on voit qu’on a un isomorphisme d’algebres :

HY(GF?) = H™ (G2 [e]

(voir lappendice pour ce résultat d’algebre). Comme e est de degré k, on voit par induction que I’algébre
H*(GY°) est isomorphe & une algébre de polynémes sur des générateurs de degrés 1,..., k. O
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Nous savons maintenant que ’application injective :

*

H*(Gy?) H*((P%)F)
a pour image la sous—algebre des polynomes symétriques en yi,...,y,. Il existe donc des classes de
cohomologie uniques c1,...,c; dans H*(Gy), de degrés respectifs ¢, 2c¢..., ke, dont les images par ©F
sont les fonctions symétriques élémentaires o1, ..., 0 des variables yq,. .., yg.

Les classes c1, ..., c, s’appellent les classes caractéristiques du fibré universel ;. Si w: E — B est
un F*—fibré vectoriel sur une base compacte B, ce fibré a une application classifiante f:B — Gy,
unique & homotopie pres. Il y a donc des classes de cohomologie bien déterminées f*(c1),. .., f*(ck) dans
la cohomologie de B, qu'on appelle les “classes caractéristiques” de m, et qu’on note cq(7),...,cx(7). La

“classe caractéristique totale” du fibré 7 est ’élément (non homogeéne) 1+ ¢1(m) + ...+ cx(7), noté ¢(m).

2car son image par ©* est la classe d’Euler de pri(y1) @ ... ® pry(71), et que la classe d’Euler de ce dernier fibré est le
produit des classes d’Euler des termes de la somme, ce qui montre qu’il s’agit du monéme non nul y; ... yx.
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Théoréme 7 La classe caractéristique totale a les propriétés suivantes, qui la caractérisent :

c(m) =1 + er(m) 4 ...+ cp(m), pour un F¥—fibré 7 : E — B, avec ¢;(7) € H*(B).

Sim et ' sont isomorphes, c(w) = c(7r ).

Si f: B — B’ est continue, et si 7' : E' — B’ est un F*—fibré, f*(c(x)) = e(f*(x')).

e(y1) = 1+ 2z, oty est le fibré universel sur l’espace projectif P, et ou z est le générateur
canonique de Ualgébre H*(P¥) (c¢’est-a-dire la classe d’Euler de 1 ).
o c(md7’) = c(m)c(n’).

Le seul point non trivial est le dernier, plus le fait que ces propriétés caractérisent la classe ca-
ractéristique totale.

Preuve du dernier point. Soient f : X — B une fleche qui scinde simultanément 7 et m’ (exercice).

Comme f* : H*(B) — H*(X) est injective, il suffit de prouver que c(f*(m)® f* (")) = c(f*(7))e(f* (7)),
ce qui résultera du fait que pour une somme de Whitney de fibrés en droites £ & ... @ &, on a :

C(fl D... @ﬁk) = C(fl) . C(fk)

Soient g; : X — P des fleches classifiantes pour les &;. Alors la fleche g : X — (Poo)}€ de
composantes g; est telle que

L@ D& =g (pri(n) @ ... @ pri(m).

On a donc :

cs1®...08) = 9*( (pri(v) @ ... @ pri(vx)))
= g"0"(c(w))

((1+y1) (T +wr)

= (1+g (1)) - (L +g"(yr))-

Par ailleurs,
9" (i) = g (e(pr(m)))
= gi(e(n))
On voit donc que 1+ g"(y;) = g; (1 + e(11)) = g; (c(m1)) = (&)

Caractérisation de la classe totale. 1l est clair que les axiomes ci—dessus caractérisent la classe totale
pour les fibrés en droites. Le principe de scindement et ces mémes axiomes permettent de traiter le cas
des fibrés de dimensions k quelconque.

A Sur les algebres de polynomes.

Lemme 8 Soit A une algébre (positivement) graduée et commutative. Soit x un élément de A de degré
strictement positif, et tel que la multiplication par x soit une injection de A dans A. On suppose que la
projection de A sur A/xA admet une section qui est un morphisme d’algébres. Alors A est isomorphe
comme algébre o Ualgébre de polynomes (A/xA)[x].

Posons B = A/xzA. On a par hypothese la suite exacte courte :

X p
0— A A B — 0.
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Par ailleurs, on a la suite exacte courte suivante :

XxT
B — 0.

0 — Blz] Blz]

Soit s : B — A une section de p, qui soit un morphisme d’algébres. On définit ¢ : B[z] — A, par
@(bz®) = s(b)z*. Le triplet (o, @, 1) est alors un morphisme de la seconde suite exacte vers la premiére,
comme on peut facilement le vérifier.

Bien siir, ¢ est un isomorphisme en degrés négatifs. Une récurrence sur le degré, utilisant le lemme
des cinqg et le fait que le degré de x est strictement positif, montre alors que ¢ est un isomorphisme en
tout degré. O



